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RESUMO

Este trabalho utiliza um procedimento alternativo para lidar com uma classe de
sistemas hiperbdlicos ndo lineares, empregando um modelo preliminar para descrever o
movimento de poluentes em uma atmosfera, representado por um sistema hiperbdlico ndo
linear de m+2 equac0es diferenciais parciais, a saber: conservacdo de massa e momentum
para uma mistura com multiplos componentes de gases e ar e m equacdes de balanco de
massa para 0s gases.

A simulacdo deste sistema segue um procedimento sistematico, tratando um
problema simultdneo como um problema seqtiencial, através da fatoracdo do operador em
uma parte ordinaria ndo homogénea (dependente do tempo) e o operador hiperbdélico
homogéneo associado. Este ultimo é simulado por um esquema de Glimm de evolucao no
tempo, especificamente indicado para a simulacdo de problemas hiperbolicos, apresentando
precisdo assegurada matematicamente, baseado em uma teoria com so6lido embasamento
termodinamico. Este esquema € o que melhor preserva a identidade do choque, isto &, a
magnitude e a posi¢do da onda de choque. Entretanto, além de sua limitacdo a problemas
unidimensionais, sua implementacdo requer a solugdo completa, ou aproximada, do
problema de Riemann associado.

Neste trabalho emprega-se um aproximante de Riemann — buscando evitar a
exigéncia de uma solucdo completa do problema de Riemann associado — para cada dois
passos consecutivos, aproximando, assim a solugdo do problema de Riemann associado por
funcOes constantes por partes, sempre satisfazendo a condicdo de salto sem,
necessariamente, satisfazer a condicdo de entropia. Comparacdes entre os resultados
obtidos através da solucdo exata do problema de Riemann associado com aqueles obtidos

pelo aproximante de Riemann mostram o bom desempenho desta metodologia.



ABSTRACT

This work employs an alternative procedure to deal with a class of nonlinear
hyperbolic systems, using a preliminary model to describe pollutants motion in an
atmosphere, represented by a nonlinear hyperbolic system of m+2 partial differential
equations: mass and momentum conservation for the multicomponent mixture of gases and
air and m mass balance equations for the gases.

This system simulation follows a systematic procedure, treating a simultaneous
problem as a sequential one by splitting the operator into a non-homogeneous (time-
dependent) ordinary part and the homogeneous associated hyperbolic operator. This latter is
treated by a Glimm’s scheme for evolution in time, specifically indicated for simulating
hyperbolic problems presenting mathematically ensured accuracy, based on a theory with
solid thermodynamic basis. It is the scheme that better preserves the shock identity i.e.
shock wave magnitude and position. However, besides its limitation to one-dimensional
problems, its implementation requires the complete solution, or approximation, of the
associated Riemann problem.

In this work an approximate Riemann solver is employed — circumventing the
requirement of a complete solution of the associated Riemann problem — for each two
consecutive steps, which approximates the solution of the associated Riemann problem by
piecewise constant functions, always satisfying the jump condition, but not necessarily the
entropy condition. Comparison among results obtained by employing an exact solution of
the associated Riemann problem with this Riemann solver results has shown the good

performance of the latter strategy.



Capitulo 1

Introducao

1.1. ConsideracGes Gerais

Desde a sua criagdo em 1988, pela Organizacdo Meteoroldgica Mundial
(OMN) e pela United Nations Environment Programme (UNEP), um dos principais
objetivos do Painel Intergovernamental sobre Mudangas Climéticas (IPCC) é o de
produzir informacGes cientificas através de relatorios, que sdo divulgados
periodicamente, baseados na revisdo de pesquisas de 2500 cientistas de todo o
mundo, sobre mudancas climaticas, impactos, vulnerabilidade e formas de adaptacéo
dos sistemas bioldgicos e fisicos a essas mudancas e meios de reduzir a
emissdo/concentragdo na atmosfera de gases de efeito estufa.

De acordo com estes relatorios, o aquecimento global é resultado do

lancamento excessivo de gases de efeito estufa (GEEs), sobretudo o didxido de



carbono CO, na atmosfera. Eles sdo langados na atmosfera principalmente pela
queima de combustiveis fdsseis (como petroleo, carvdo e géas natural) e o
desmatamento, que no Brasil € o principal responsavel por nossas emissdes de GEEs.
Ao desmatar, muitas pessoas queimam a madeira que ndo apresenta valor comercial e
0 gas carbonico contido na fumaca proveneite das queimadas sobe para a atmosfera e
se acumula a outros gases aumentando desta forma o efeito estufa. Estudado ha
muitos anos, ver, por exemplo, o trabalho de Perkins, datado de 1974 [1], a
denominacdo vem de uma analogia originada no fato do vidro de uma estufa também
ser transparente para radiacbes com baixo comprimento de onda e ser opaco a
radiacdo de altos comprimentos de onda emitida no interior da estufa.

A concentracdo atmosférica de didxido de carbono (CO;), metano (CH,) e
oxido nitroso (N2O) tem aumentado significativamente como resultado das atividades
humanas desde 1750, devido principalmente a queima de combustivel fossil e
mudancgas de uso da terra, enquanto 0 metano e o 6xido nitroso séo, principalmente,
devidos a agricultura. No inicio da revolugdo industrial a concentracdo de CO, na
atmosfera era de 280 ppmv (particula por milhdo por volume); no inicio da década de
1990 era de aproximadamente 350 ppmv [2].

Um estudo das causas e conseqliéncias da poluigdo atmosférica requer a
compreensdo do mecanismo de transporte de radiacdo térmica. A radiagdo solar,
normalmente modelada como radiacdo de corpo negro apresenta um comportamento
distinto da radiacdo que alcanga o espaco partindo da terra (situada na regido de
radiacdo infravermelha). Processos de combustdo produzem diéxido de carbono e
cerca de metade do didxido de carbono produzido permanece na atmosfera,
provocando seu gradual aumento no meio ambiente. Além disso, como sua maior

absorcéo da radiacdo ocorre na faixa infravermelha — longos comprimentos de onda, o



dioxido de carbono atua no sentido de refletir a radiacdo que deixa a terra, limitando
muito a parcela que atinge o espaco [1].

Além da presenca de dioxido de carbono na atmosfera, verifica-se a presenca
das particulas poluentes liquidas e sélidas de dimensGes muito pequenas que podem
ser provenientes de emissfes de veiculos (ex: chumbo finamente dividido) ou de
industrias e uma de suas manifestacbes comuns ocorre no sentido de iniciar e
controlar precipitacdes pluviométricas. Além disso, outro fator relevante é o aumento
da temperatura da superficie terrestre, causado pela dissipacdo de calor proveniente de
atividades industriais, que afeta o ciclo de evaporacdo e condensacdo da &gua e o
tamanho das calotas polares, o qual, por sua vez ird afetar o nivel dos oceanos [3].
Desta forma, mudancas na quantidade de gases associados ao efeito estufa e aerossois,
na radiacdo solar e nas caracteristicas da superficie da Terra vém alterando a dindmica
do sistema climético. Alteracfes na composi¢do atmosférica, com altas taxas de
material particulado, influencia ndo s6 a qualidade do ar como também as condigdes
meteoroldgicas, colocando em risco as condi¢Oes de sobrevivéncia de toda a biosfera.

Em ferevereiro de 2007 o IPCC divulgou os resultados de seu Quarto
Relatorio de Avaliacdo das Mudancas Climaticas do planeta, chamado de IPCC-ARA
[4], que alertam para um aumento médio global das temperaturas entre 1,8°C e 4,0°C
até 2100, podendo este aumento ser ainda maior (6,4° C) se a populagéo e a economia
continuarem crescendo rapidamente e se for mantido o consumo intenso dos
combustiveis fosseis.

As consequiéncias do aquecimento global podem ser sentidas em diversas
partes do planeta como o aumento da intensidade de eventos climéaticos extremos

como furacdes, tempestades tropicais, inundacdes, ondas de calor e seca, além do



aumento do nivel do mar devido ao derretimento das calotas polares e 0 aumento da
temperatura média do planeta em 0,8°C desde a Revolugéo Industrial.

Os fluxos atmosféricos transportam e difundem os poluentes atraves do efeito
de disperséo e sdo definidos como sendo a soma da contribuicdo de dois fatores: o
transporte devido a adveccgéo, associado aos efeitos de grande escala, e aquele devido
a difusdo turbulenta, associado aos efeitos da microescala.

O estudo da dispersdo de poluentes pode ser realizado utilizando-se modelos
Eulerianos ou Lagrangianos. No modelo Euleriano, a evolugdo da concentragdo de
uma substancia, no espaco e no tempo, é descrita em relacdo a um sistema de
coordenadas fixas, devendo satisfazer a um balanco material de elementos de volume
do dominio. Na descrigdo Lagrangiana, por sua vez, a evolugdo da concentragdo,
considera particulas que representam porcdes de massa da substancia que sao
conduzidas pelo escoamento. No Capitulo 2 discute-se um pouco mais este conceito.

A simulagdo do movimento de um poluente permite compreender o
comportamento de particulas emitidas na atmosfera favorecendo o desenvolvimento
de novos processos e produtos, como forma de investigar os impactos ambientais
causados por este fendmeno.

A simulacdo do transporte de poluentes na atmosfera possui uma historia
recente, cujo avango ocorreu apos o surgimento da meteorologia, que se originou da
necessidade humana de desenvolver a agricultura e prever desastres naturais como
enchentes.

Nesta tese, foi empregado um modelo hiperbdlico para modelar o transporte de
poluentes em um ambiente representando uma atmosfera, no qual esta Ultima é

modelada como um gas ideal isotérmico e 0s poluentes sao transportados radialmente.



A taxa de producdo ou destruicdo deste devido a reagdes quimicas sera considerada
no modelo adotado.

A descricdo matemaética do problema é representada, assim, por um sistema
hiperbdlico ndo linear de equacdes diferenciais parciais no qual se emprega um
modelo simplificado para as equagdes de conservacdo de massa e de momentum
linear para a mistura ar-poluentes, combinadas a balan¢os de massa para os poluentes,
apresentada em Slattery [5]. Além disto, supde-se muito pequena a quantidade dos
poluentes presentes na mistura 0 que permite aproximar as equacfes do balango de
massa e momentum da mistura pelos balancos para o ar apenas. Esta hipOtese

possibilita definir p como a densidade do ar, v sua velocidade, pe g como a

pressdo e aceleracdo da gravidade, respectivamente, atuando sobre o ar.

Neste contexto, as incognitas do problema sdo a densidade do ar, sua
velocidade e as concentracGes dos poluentes, sendo todas funcbes tanto da posigdo
espacial x como do tempo t. O sistema homogéneo associado ao problema
hiperbdlico € aproximado numericamente pelo método de Glimm [6], [7], construido
especificamente para tratar problemas onde ocorrem solugdes descontinuas. Sua
principal caracteristica é a capacidade de preservar a magnitude e a posicao das ondas
de choque. Para tratar a parte ndo homogénea do operador hiperbdlico, sera
empregada uma técnica de parti¢do do operador. Essencialmente, o problema original
— um problema simulténeo — seré tratado como um problema seqiencial.

O método de Glimm é um procedimento numérico que requer o conhecimento
prévio da solugdo completa do problema de Riemann associado para gerar solucdes
aproximadas para as equacOes hiperbdlicas sujeitas a condigBes iniciais arbitrarias.
Este método é bastante adequado para a solugdo de sistemas hiperboélicos ndo lineares,

uma vez que preserva a magnitude e a posi¢cdo dos choques. Por outro lado, sua



aplicagdo é restrita a problemas unidimensionais. A técnica de particdo do operador
consiste em decompor este ultimo em uma parte puramente hiperbdlica, representada
pelo problema homogéneo associado ao problema original, evoluindo tanto no espaco
como no tempo e outra parte representada por um sistema de equacdes diferenciais
ordindrias evoluindo somente no tempo. Essencialmente, esta técnica numérica trata
um problema simultdneo de forma sequencial: o operador definido no sistema
hiperbdlico é decomposto em duas partes, sendo o problema homogéneo associado
(parte hiperbdlica do operador) separado do problema puramente evolutivo no tempo.
Em Martins-Costa e Saldanha da Gama [8], a descricdo matematica de um
modelo simplificado para o transporte de um poluente em uma atmosfera isotérmica
deu origem a um sistema hiperbolico ndo linear de trés equacdes, que foi aproximado
empregando-se 0 esquema numérico de Glimm. Neste mesmo trabalho é apresentada
uma discussdo completa do sistema e do problema de Riemann associado, onde
inclui-se sua solucdo completa. Em Saldanha da Gama e Martins Costa [9] é proposta
uma forma alternativa para a implementacéo do esquema de Glimm: um aproximante
de Riemann, que é aplicado a um problema de transporte de um poluente na atmosfera
em Martins Costa et al [10]. A comparagdo dos resultados obtidos utilizando este
aproximante com a solugédo exata do problema de Riemann associado mostrou o bom
desempenho do aproximante. Num trabalho subsequente, Porto et al [11], foram
considerados m poluentes (gerando um sistema hiperbolico ndo linear ndo homogéneo
de m+2 equacdes) cuja simulagdo combinou a técnica de fatoracdo do operador — para
lidar com a porcdo ndo homogénea do operador hiperbolico — com o esquema de
Glimm, utilizando um aproximante de Riemann (ao invés do procedimento usual para
implementar o esquema de Glimm e avancar no tempo: a solugdo completa do

problema de Riemann associado). O procedimento alternativo utilizado consiste em



aproximar a solugdo do problema de Riemann associado por fungdes constantes por
partes, sempre satisfazendo a condicdo de salto. Esta aproximagdo, além de ter
implementacdo mais facil, tem um custo computacional muito menor, j& que néo

requer escolhas de solucGes.

1.2. Revisdo Bibliografica

A descrigédo de grande parte dos fenémenos de transporte envolve a aplicacao
de equacdes diferenciais parciais elipticas ou parabdlicas que, em geral, admitem
solucbes regulares e cujas simulagcBes sdo implementadas através de métodos
numéricos conhecidos, tais como elementos finitos, volumes finitos ou diferengas
finitas.

Os sistemas hiperbolicos, por outro lado, permitem uma descricdo mais
realista de certos fendmenos de transporte, como o escoamento de fluidos
compressiveis ndo viscosos ou 0 escoamento através de meios porosos ndo saturados,
uma vez que a propagacdo de qualquer quantidade ou informagéo presente nestes
fendmenos pode ser caracterizada por uma velocidade finita. No entanto, tais sistemas
podem ndo admitir solucGes regulares, mas sim solucfes descontinuas, que se
caracterizam por solugdes generalizadas envolvendo ondas de choque, o que requer o
emprego de ferramentas numéricas especificas tais como o esquema de Glimm [6] ou
0 esquema de Godunov [12] para tratar a natureza descontinua do problema. Assim,
um dos grandes desafios que envolvem o tratamento de solug¢fes descontinuas reside

no fato de técnicas analiticas eficientes que predominam na teoria de equacdes



diferenciais parciais dissipativas ndo poderem ser diretamente aplicadas aquelas
situacoes.

O estudo matematico de solugdes descontinuas teve inicio com o trabalho
pioneiro de Riemann [13], que primeiro resolveu um problema de valor inicial,
conhecido como problema de Riemann, para as equagbes isoentropicas
unidimensionais de Euler, cuja aplicacdo é bastante frequente na solucéo de diferentes
problemas de dindmica de gases. Além de sua importancia na solucdo de tais
problemas, ele desempenha um papel essencial tanto na teoria de leis de conservacao
hiperbdlicas como na analise numérica e computacional de solu¢6es descontinuas.

Inimeros métodos para resolver as equagdes de Euler foram propostos desde o
inicio dos anos cinqiienta quando Courant et al. [14] e Lax [15] desenvolveram
métodos de primeira ordem de precisdo, sendo este Gltimo um dos primeiros a utilizar
a ideia de diferengas finitas para provar a existéncia de solucdes fracas, obtendo
solugdes auto-similares para o problema de Riemann e o conceito de admissibilidade
para choques, o qual hoje leva seu nome. Posteriormente, diversos outros métodos
forma propostos como os de Lax e Wendroff [16] e MacCormack [17]. Estes métodos
explicitos citados foram desenvolvidos empregando esquemas centrados e ambos
apresentam segunda ordem de precisdo no tempo e no espaco. Entretanto, os
esquemas centrados ndo levam em consideracao as caracteristicas fisicas de direcao
de propagacdao de informacdes presentes no escoamento.

Os métodos que consideram tais caracteristicas sdo aqueles que utilizam
discretizacGes espaciais de acordo com o0 comportamento do escoamento e Sdo
conhecidos como esquemas upwind. A principal importancia do estudo dos esquemas

upwind reside no fato destes oferecerem bons resultados na analise de problemas que



envolvam descontiuidades como as ondas de choque que surgem nos escoamentos
com alta velocidade.

Em seu artgo classico de 1959, Godunov [12] propds um esquema upwind de
primeira ordem de precisdo, como uma extensdo aos métodos desenvolvidos por
Courant et al. [14] para sistemas hiperbdlicos ndo lineares de leis de conservagao, no
qual resolve um problema de Riemann exato para cada intervalo da malha, em funcéo
das descontinuidades dos valores das variaveis de estado nas interfaces desta mesma
malha. Nesta mesma linha, podemos citar os esquemas de Engquist e Osher [18],
Osher [19] e Roe [20], que s&o métodos de separacédo de diferencas de fluxos.

Em 1965, Glimm [6] introduziu o Método de Escolha Aleatéria (Random
Choice Method). Este esquema surge como uma prova construtiva da existéncia de
solugBes para uma classe de sistemas hiperbdlicos ndo lineares de leis de conservacéo,
onde se provou a existéncia global de solugdes para estes sistemas. Em 1976, Chorin
[7] implementou com sucesso uma versdo modificada deste esquema como uma
ferramenta computacional para resolver as equacdes de Euler de dindmica de gases.

Em 1979, van Leer [21], seguindo o conceito do método de Godunov [12],
prop6s uma aproximacdo linear das variaveis de estado em cada célula da malha,
resultando em um esquema de segunda ordem de preciséo.

A partir da metade do século passado, o estudo analitico da teoria de leis de
conservagdo teve um grande desenvolvimento devido a renomados matematicos,
como Eberhard Hopf [22], um dos precursores na utilizagdo do método de viscosidade
nula, seguido por Oleinik [23], que provou existéncia, unicidade, comportamento
assintotico e decaimento de solucbes para equagdes escalares em uma variavel

espacial.
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Mais recentemente, podemos citar os trabalhos de Constantin Dafermos [24] e
outros renomados matematicos mundiais na area de leis de conservacdo, dentre eles,
Frid e Chen [25] e Denis Serre [26].

Atualmente, varios matematicos chineses tém dado relevantes contribuices ao
problema de Riemann e problemas correlatos. Basta ver, por exemplo, os trabalhos de
Gu et al. [27] e Ding et al. [28], bem como as contribui¢cdes mais recentes em Chang e

Hsiao [29], Ding e Liu [30], Li netal. [31] e Li e Yu [32].

1.3. Descricao do Trabalho

O objetivo desta tese € propor um aproximante para o problema de Riemann
que permita construir um procedimento simples e eficiente para a simulagdo de
sistemas hiperbdlicos de forma que néo seja necessario conhecer (ou escolher) a priori
a solucdo completa do problema de Riemann associado. Esta solucdo é aproximada
por funcBes constantes por partes, satisfazendo as condi¢des de salto, porém, nédo
necessariamente a condi¢do de entropia. O procedimento proposto, empregado para
fornecer as solugbes do problema de Riemann, requeridas na implementacdo do
esquema de Glimm, combinado a uma técnica de particdo do operador, conveniente
para tratar a parte ndo homogénea do operador hiperbdlico, é uma metodologia
adequada para simular sistemas hiperbolicos. Algumas simulagdes de transporte de
poluentes na atmosfera foram implementadas para exemplificar a metodologia
utilizada.

No Capitulo 2, apresentam-se as equacdes bésicas da dindmica de fluidos e o

modelo mecéanico que descreve matematicamente o problema da dispersdo de
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poluentes na atmosfera, através de conceitos e definicbes das leis fisicas que
governam esse fenémeno. Neste trabalho, considerou-se a atmosfera modelada como
um gas ideal isotérmico, os poluentes transportados radialmente e levou-se em conta a
taxa de producgéo ou destruicdo de poluentes, devido a rea¢des quimicas.

No Capitulo 3 foram discutidos alguns conceitos que envolvem o tratamento e
a solugdo de sistemas hiperbolicos ndo lineares de leis de conservacdo tais como
solucdo fraca, solucdo entrdpica, unicidade e condicao de descontinuidade.

No Capitulo 4 e apresentado o problema de Riemann, onde se discutem 0s
conceitos que envolvem a sua solucdo tais como campo caracteristico, ondas de
rarefacdo, ondas de choque e ondas de contato e descreve-se 0 problema de Riemann
associado ao sistema hiperbdlico estudado neste trabalho, visto que o sistema
homogéneo correspondente ao problema original foi aproximado com o emprego do
método de Glimm que requer o conhecimento prévio da solugdo completa (ou de sua
aproximagdo) do problema de Riemann associado. Apresenta-se, também, neste
capitulo a solugdo generalizada do nosso problema.

No Capitulo 5 ¢é apresentado o aproximante de Riemann proposto, juntamente
com o seu conceito fisico e a descricdo do método para resolvé-lo.

No Capitulo 6 descreve-se 0 esquema de particdao do operador, empregado na
aproximagdo numérica do problema tratado neste trabalho, cuja metodologia consiste
em transformar o problema originalmente simultdneo em um problema sequencial,
permitindo, desta forma, que o problema homogéneo associado (aproximado pelo
esquema de Glimm) e o problema evolutivo no tempo, no qual se considera a parte

ndo homogénea do operador hiperbdlico sejam resolvidos sequencialmente.
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No Capitulo 7 foram discutidos os resultados obtidos através de algumas
simulagbes implementadas, utilizando o aproximante de Riemann proposto, que é
comparado com a solucdo classica do problema.

Finalmente, no Capitulo 8, sdo apresentadas as conclusGes e as principais

contribuicdes deste trabalho para estudos futuros.



Capitulo 2

Descricao Matematica do Problema

2.1. Introdugao:

A dinamica dos fluidos é uma area da Mecanica do Continuo caracterizada por
uma dependéncia explicita entre o tensor tensdo de Cauchy e o tensor taxa de
deformacdo — que representa a parte simétrica do tensor gradiente de velocidades. A
aplicacdo de métodos numéricos na resolugdo de problemas provenientes da dindmica
de fluidos origina a area denominada Dinamica de Fluidos Computacional, uma linha
de pesquisa fortemente explorada nos ultimos anos, em funcdo de sua crescente
aplicagdo nas mais diversas areas da Engenharia e, em especial, a Engenharia
Mecanica. Como exemplos, podem ser citados o estudo de fendmenos atmosféricos

tais como ciclones e tornados.
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A modelagem dos fendomenos em dindmica de fluidos consiste numa
combinagdo das equagdes de continuidade ¢ de quantidade de movimento linear com
uma relacdo constitutiva para o tensor tensdo de Cauchy, originando um sistema de
equagdes diferenciais parciais, sujeito a condigdes iniciais ¢ de contorno. Estes
problemas, em geral, ndo apresentam uma solu¢do analitica, o que leva ao emprego de
recursos de analise numérica e de métodos numéricos, com o objetivo de se obter uma
aproximacao para a solugdo do problema original.

Este trabalho estuda o transporte de poluentes na atmosfera utilizando um
modelo mecanico simplificado usual [5] que combina os balangos de massa e
momentum linear para uma mistura ar-poluentes — as equacdes classicas de dinamica
dos gases — com os balancos de massa dos m poluentes. Hipdteses constitutivas sdo
empregadas para o tensor tensdo de Cauchy e para um termo de fonte/sorvedouro dos
poluentes, numa primeira aproximagdo para a simulagdo de reagdes quimicas.

O estudo de fendmenos de transporte, que inclui transferéncia de momentum,
energia, massa, entre outras formas, tem grande importancia em engenharia. Algumas
relacdes simplificadas ajudam a explicar fisicamente esses processos de transferéncia,
que ocorrem a partir de uma busca por um estado de equilibrio [33]. Por exemplo, a
transferéncia de calor ocorre devido a um gradiente de temperaturas, sendo o fluxo de
calor definido como a taxa de energia transferida devido a um gradiente de
temperaturas, no sentido oposto ao do gradiente de temperaturas (casos isotropicos).
Outro exemplo seria uma pequena quantidade de perfume vaporizada no ar — o
processo de transferéncia de massa causa a difusdo do perfume no ar até que seja
atingida uma concentracdo uniforme. No escoamento de um fluido viscoso, as tensdes
viscosas (ligadas ao atrito viscoso) estdo relacionadas com o fluxo de momentum de

um sistema, a transmiss@o de calor estd relacionada a taxa de variacdo de energia
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interna do sistema e a transferéncia de massa pode ser relacionada a taxa de variagdo
de composicdo de uma mistura, devido ao transporte de um ou mais constituintes
dessa mistura.

Pode-se fazer uma analogia entre trés leis — que essencialmente definem
propriedades de uma substdncia. A primeira seria a cldssica lei de Newton da
viscosidade — deduzida para um escoamento bastante simples: aquele que ocorre entre

duas placas planas paralelas (uma em repouso e outra movendo-se com velocidade

constante) com validade para escoamentos de fluidos newtonianos: 7; =—x 0V, / 0X;.
Neste caso, observa-se que a tensdo de cisalhamento (z;; ) ¢ proporcional ao gradiente
de velocidades (ov;/0x;), sendo a constante de proporcionalidade dada pela

viscosidade (u). A tensdo de cisalhamento pode ser interpretada como uma

transferéncia de momentum, ou seja, devido ao gradiente de velocidades, a camada de
fluido vizinha a placa que se move possui mais momentum na dire¢do do escoamento
que as camadas mais distantes. O sinal negativo indica que a transferéncia de
momentum ocorre na direcdo de potencial decrescente. Define-se uma viscosidade

cinematica: v=u/p, sendo p a densidade do fluido, constante no caso
incompressivel, quando tem-se a seguinte relagdo: 7; = —v d(pv;)/ ox ;-

A segunda lei seria a lei de Fourier para a condugao de calor — empiricamente
deduzida a partir de uma placa soélida infinita inicialmente a temperatura Ty, cujo
plano superior ¢ mantido a Ty, enquanto o plano inferior ¢ subitamente submetido a
uma temperatuta T,;>Ty, sendo Ty e T, suficientemente proximas para evitar outras
mudangas nas propriedades do sélido. A lei de Fourier: (q / A)j =—k 0T / 0x,

estabelece uma proporcionalidade direta entre o gradiente de temperaturas (0T /0X; )

e a taxa de energia transferida por unidade de area (q/A)j através do solido, na
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diregdo perpendicular as supeficies superior e inferior, sendo a constante de
proporcionalidade dada pela condutividade térmica k. O sinal negativo vem do fato da
transferéncia de energia ocorrer da regido com maior temperatura para a regiao com
menor temperatura, de acordo com a segunda lei da termodinamica. Define-se, por

conveniéncia, a difusividade térmica: a=k/pc, sendo ¢ o calor especifico, que

permite obter, no caso de calor especifico constante: (q/ A),— =—a 9(pe)/dx;, sendo
e a energia interna por unidade de volume.

A terceira lei seria a lei de Fick da difusdo, que pode ser empiricamente
definida a partir de duas placas paralelas com ar seco entre elas, sendo a placa inferior
coberta com uma gaze e a superior revestida por uma camada de uma substancia
higroscopica, capaz de absorver todo o vapor ddgua que entrar em contato com ela.
Subitamente a gaze da placa inferior é colocada em contato com agua, de forma a ter-
se a densidade parcial do vapor d’agua na superficie molhada mantida a um valor Cy.

A difusdo ocorre até ser atingido o regime permanente. Na placa superior a

concentracdo do vapor d’agua na superficie ¢ mantida como c,=0. Fick verificou

experimentalmente que a taxa de difusdo do vapor d’agua (Jw / A)j era diretamente

proporcional ~ ao  gradiente de  concentragdo  (ocC,/0X;), ou  seja

(i,/A),=-D dc,/0x;, sendo D o coeficiente de difusio.

Observa-se que a viscosidade cinematica, v, a difusividade térmica, «, € o
coeficiente de difusdo D, sdo dimensionalmente semelhantes, permitindo definir
numeros adimensionais que relacionam transferéncias de momentum, energia e
massa. No caso de sistemas isotérmicos com transferéncia simultdnea de momentum e
massa, por exemplo, define-se o nimero de Schmidt: Sc= v/D, com valor

aproximadamente unitario para gases, podendo assumir valores elevados para liquidos
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[33]. No caso de transferéncia de momentum, a propriedade transferida é o
momentum, pVj, enquanto o fluxo de momentum ¢ dado por g e a difusividade por v.

Ja para transferéncia de massa, a propriedade transferida é c,, o fluxo é j,/A ¢ a
difusividade ¢ D.

As equacdes diferenciais parciais que modelam a dinadmica dos fluidos podem
apresentar trés tipos de comportamento: hiperbdlico, parabdlico e eliptico. Em geral,
os problemas elipticos descrevem os fendmenos em regime permanente; 0s
parabolicos representam os problemas transientes, envolvendo termos difusivos e sem
adveccao e os hiperbolicos caracterizam problemas onde as informacdes se propagam
com velocidade finita.

Sistemas hiperbolicos de equagdes diferenciais parciais sdo empregados para
modelar inumeros fendmenos fisicos que surgem nas mais diversas areas como
dindmica dos gases, acustica, geofisica, entre outras, que envolvem, por exemplo, o
transporte advectivo de substincias, onde a caracteristica tipica de propagacao de
singularidades esta presente.

A descri¢ao matematica de um fendmeno fisico, em particular o movimento de
fluidos, deve levar em considera¢do o nivel de aproximagao necessario ao estudo das
propriedades de interesse. Esta questdao esta associada a escolha da escala na qual se
pretende estudar o sistema. No caso do estudo de fluidos, temos a escala microscopica
e a escala macroscopica. Na dinamica de gases, a primeira escala requer uma analise
estatistica, baseada nas leis da teoria cinética e fisica estatistica, cuja descricdo
permite tratar variaveis, tais como temperatura e pressdo como médias estatisticas de
grandezas macroscopicas.

Sob o ponto de vista macroscOpico, a interacdo entre um numero

suficientemente grande de particulas (d&tomos ¢ moléculas) influencia o movimento
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individual de cada particula, onde podemos considerar a densidade de particulas
suficientemente alta, que possibilite tratar tal sistema (fluido) como um continuo.
Nesta escala, uma particula de fluido ¢ uma porcdo de fluido pequena, mas
suficientemente grande para permitir a definigdo de médias de grandezas
microscopicas. Por exemplo, a energia cinética microscopica, que ¢ traduzida pela

temperatura.

2.2. Descrigdo Euleriana e Descri¢do Lagrangeana do Movimento

Considere o movimento de uma particula (ponto material) fluida. As

trajetorias das particulas podem ser descritas pela equagao:
x=x(X,t) 2.1
onde X= (X 1 Xy, X3) representa a posicdo na configuracdo de referéncia da

particula em observacdo. Logo, no espaco tridimensional, temos, juntamente com a

variavel temporal, as chamadas coordenadas Lagrangeanas (X,t). A descricdo acima

caracteriza a posicdo da particula que ocupa a posicdo X na configuragdo de
referéncia no instante t. No entanto, quando investigamos o movimento do fluido, ndo
estamos interessados no movimento de uma determinada particula fluida. Na

descricdo do movimento de um fluido, usualmente trabalha-se com as chamadas
coordenadas Eulerianas (x,t) , que estdo associadas a configuragdo atual do corpo. A

distribui¢ao de velocidades num meio continuo ¢ obtida a partir da derivada do campo

% (o movimento), dada por:

- _ax(;t(,t) 2.2)

v
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Seja F uma quantidade fisica qualquer (temperatura, densidade, etc) transportada
pelo movimento das particulas em um fluido. Segundo a descricdo Lagrangeana, esta
quantidade ¢ vista como F (X,t). Por outro lado, na descrigdo Euleriana, a
quantidade ¢ representada por uma fungdo F (x,t), que denota o valor desta mesma

quantidade no ponto x, no tempo t. Assim, descrevendo o caminho de uma particula

fluida definido pela equacdo (2.1), pode-se expressar a taxa de variacdo da quantidade

If(x,t) como

%If [2(Xt).t] =§|f (x.t)+(grad F(x.t))-9(xt) (2.3)

A taxa de variacdo da quantidade F, representada acima é denominada

derivada material, ou seja,

d oF

a - x Tlad )y 2.4
dt o (grad F)-v 24)
derivada local derivada convectiva

onde a derivada local vem da dependéncia explicita de F em relagdo ao tempo e a
derivada convectiva ocorre devido ao transporte da quantidade F em funcdo do

movimento do fluido.

2.2.1. Derivada Material Seguindo a Particula da Espécie A

Um corpo (um constituinte) da espécie i ¢ um conjunto formado por elementos
da espécie i, também denominados pontos materiais do constituinte i, que, por abuso
de notagdo, sdo denominadas particulas. A representagdo do movimento de uma

mistura pode ser representado por uma transformagdo continua do espago euclidiano

& nele proprio, parametrizada pelo tempo te[O,oo): %:8 xR"—>&, onde 5
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denota um corpo composto pelo i-ésimo constituinte da mistura, y uma

transformagdo regular inversivel referida como seu movimento ¢ t = 0 um instante

inicial arbitrario. Um corpo da espécie i - & - é um conjunto cujos elementos 7, sdo

as particulas materiais da espécie I.

A configuracdo do corpo da espécie A, y,, ¢ definida como uma fungdo
continua biunivoca do corpo da espécie | numa regido do espago euclidiano de pontos
&, parametrizado pelo tempo t€[0,0), constituindo uma familia de configuragdes,

tal que:

x=%(7.t) ou 7=y (x1t) (2.5
onde y;' indica o mapeamento inverso de ¥, .

Assim, em uma dada configuragdo da espécie i, cada ponto x do espaco
euclidiano ¢ ¢ ocupado por uma unica particula 7z, do corpo da espécie i e cada
particula 7; do corpo da espécie i estd localizado num tnico ponto x de &. Desta

maneira, escolhendo um ponto o de & como origem, o vetor posi¢do ¢ X=X €.

A configuragdo de Referéncia ; representa a configuragdo utilizada para

identificar as particulas do corpo da espécie i. Embora néo se possa confundir o corpo
da espécie i com uma de suas configuragdes, ¢ conveniente estuda-lo em uma delas.
Posi¢des numa configuragdo particular servem para especificar as particulas da
espécie | que formam o corpo. A configuracdo de referéncia pode ser uma regido
efetivamente ocupada pelo corpo durante seu movimento, onde cada particula pode

ser caracterizada a partir da sua posi¢do na configuracdo de referéncia, isto &,

Xg =%, (7)) onde 7, = XiF;1 (XRi) (2.6)
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Aqui, x; ¢ a posi¢do da particula do corpo da espécie i na configuragdo de

referéncia y. . Se y. € um movimento do corpo da espécie | na configuracido de
Ir Ir

referéncia y; , entdo tem-se:
x =170 =x [ 2 (x).t] @7
Definindo ¥ (xq,t) =; I:X;(XRi ),t} , tem-se:
X:X?(szi,t) (2.8)

Logo, se um corpo da espécie i descreve um movimento y., X representa a

posi¢ao da particula no instante de tempo t. Neste caso, a derivada material seguindo a

particula da espécie i é dada por:

L= 2 g(x1)] 2.9)

onde x; =y, (7;) define a particula da espécie i.
Se ¢ € um campo escalar ¢ = ¢(XRi ,t) , entdo,

%:%?+V¢-Vi onde ¢=¢(x,t) (2.10)

Se ¢ ¢ um campo vetorial, entdo,

%:%?+[V¢]Vi onde ¢=g¢(x,t) (2.11)

onde a velocidade do constituinte i, representando a taxa de variagdo no tempo da
posic¢do ocupada por uma particula da espécie i, ¢ dada por

d. 0 0 O
Vi :d_txza[Xi(Tiat)]:a[XA(XiR (Xi)at):| (2.12)
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2.3. Teorema do Transporte de Reynolds

A transformacdo relacionando as descrigdbes formulagdes euleriana e
lagrangeana ¢ feita empregando-se um importante teorema cinematico, derivado da
identidade de Euler [34], conhecido como teorema de transporte de Reynolds [35].

Seja F:R’xR—>R uma fun¢do continuamente diferenciavel e o

mapeamento ¢ :R’ — R’ também continuamente diferenciavel. Considere o
transporte de uma quantidade F, uma regido de espago Q(t) na configuracdo

atual num instante t — coincidente com a regido fechada limitada pela

superficie 0Q(t) e seja v a velocidade de uma particula material. Entdo,

para cada Q(t),
d j FdVv= j {ﬁw-grad F+F div v} dv (2.13)
tQ(t) Q) ot

A igualdade (2.13) pode ser reescrita da seguinte forma

d dE
9 reav= [ | L rdivy]|dv 2.14
) QM at V} @19

Q(t)
Empregando a definicdo de derivada material (2.4) e o teorema da divergéncia,
chega-se, a partir da igualdade (2.13), ao teorema de transporte de Reynolds em sua

forma mais usual:

%j Fdv= j% dv+ [ F(v-n) dA (2.15)

Q(t) Q(t) oQ(t)

Onde n ¢ o vetor normal unitario exterior a 0Q(t).
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2.4. Teorema de Transporte de Reynolds para uma Regido com Interface de Fases

Sejam Q (t) o volume ocupado pelo corpo da espécie i no instante de tempo t

— coincidente com uma regido do espaco ocupada por uma mistura de particulas

materiais Q, e y/(x,t) uma fungéo escalar, vetorial ou tensorial da posi¢ao x.
Define-se uma interface de fases X como sendo uma superficie ndo material

possuindo cinematica propria, representando uma superficie divisoria na qual uma ou

mais grandezas fisicas como a densidade ou a velocidade podem ser descontinuas. Tal

superficie movimenta-se através do material com uma determinada velocidade de
deslocamento. Seja u a velocidade num dado ponto desta superficie, definimos u-&"
a velocidade medida na diregdo positiva &" e u-§ a velocidade medida na diregdo
negativa & conforme descrito por Truesdell e Toupin [34].

Supdem-se as grandezas yw e v, continuamente diferencidveis nas duas
regides Q" e Q separadas pela interface de fases X, com fronteiras 0Q" e 0Q ",

respectivamente, que assim como X, sdo regides ndo materiais. Assim, a taxa de

variagdo de y é dada por:
d
aJy/olv— jy/dV+—jV/dv (2.16)

Aplicando o Teorema de Transporte aos termos a direita da igualdade acima,

obtém-se:

—J‘ dv = J dV+Jl//V -n dA— Jy/uﬁdA

ot

2.17)
j dv = j dV+J.¢//v -n dA— J.l//uédA

o
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+

Aqui, ¥ e w representam o limite da fungdo ¥ quando um ponto x

aproxima-se de um ponto X, na interface de fases ~ e n ¢ o vetor normal unitario
exterior a superficie. Definindo [[B&]]E BE€"+B & como o salto de uma grandeza

através de uma interface e substituindo (2.17) em (2.16), tem-se:

d 0
aé[y/ dv :5!.6_1” dv +5;[ WV, n dA—![[wu@]] dA

(2.18)
= J[%-l—diV(l//Vi)} av +_£[[l//(vi—u)-§]] dA

Teor.Div

onde os dois ultimos termos ap6s o segundo sinal da igualdade foram obtidos a partir
da aplicacdo do Teorema da Divergéncia.

Pela definicdo de derivada material, pode-se expressar, para qualquer volume
de controle arbitrario 2 e tempo t, o teorema de transporte para um corpo

descontinuo da espécie i, como:

iJ‘z//dV :J[%—?+y/ div Vi} dv +£Hw(vi—u)-iﬂ dA (2.19)

2.5 Conservacao de Massa

A massa de um corpo & composto por m constituintes independe do tempo.
Considerando p = p(x,t) sua densidade, a massa do corpo & ocupando uma regido

Q ¢ dada por:

M=[pdv (2.20)

LOgO a conservag:ﬁo de massa pode SCr eXpressa como:
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g—t j pdV =0 (2.21)

Q)

substituindo no Teorema de Transporte, dado pela equacdo (2.19), tem-se

Ig[dd—f+pdiv v}dV +L[[p(v—u)-§]]dA=0 (2.22)

Como esta equacdo ¢ valida para um volume () arbitrario, o teorema da
localizagdo [35], permite obter, para cada ponto e em cada fase, o balango global
diferencial para uma mistura de multiplos componentes, que pode ser representado

como

do . op .
——+p divv=—"-+div pv=0 2.23
s p P (2.23)

e em cada ponto e cada interface de fases, o salto global do balango de massa a ser

satisfeito é dado por

[[p(v—u)'i]]=0 (2.24)

2.5.1 Conservacao de Massa para uma Espécie

A massa de um corpo da espécie i, & ¢ uma grandeza independente do

tempo, definida por A4 = J p, dV , sendo p, = p,(x,t) a densidade ou concentragdo
Q

massica do constituinte i.
A teoria usual que descreve os processos de transporte em misturas fluidas
considera os balangos de massa, momentum linear e angular e energia, além da

desigualdade entropica para a mistura como um todo, enquanto cada constituinte da
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mistura deve obedecer a equag@o de balango de massa [5]. A cada processo sdo dados
os campos de densidades parciais, e velocidades associadas a cada uma das espécies
quimicas (constituintes da mistura). Com estas compode-se a densidade total da

mistura, ¢ a velocidade média da mistura, dadas por:

iPiVi (2.25)

N =

m

p=3p ¢ v-
i1

Por conveniéncia, define-se a fragdo em massa do constituinte i:

=2 (2.26)
P

A partir de (2.25) chega-se a outras definigdes importantes que sdo a
velocidade de difusdo (a velocidade do constituinte i em relagdo a mistura) e o fluxo
difusivo de massa de um constituinte i, que sdo dados por:

u=v,-v e j=p(vi-V) (2.27)

O fluxo total de massa de cada constituinte, p,v,, ¢ dado pela soma de duas

parcelas: uma correspondendo a convec¢do acompanhando o centro de massa da
mistura enquanto a outra € a parcela difusiva propriamente dita.

Neste ponto, cabe um comentario acerca da difusdo de massa — a classica lei
de Fick: Para processos de difusdo em estado estacionario, a equagdo que correlaciona
o fluxo de difusdo ji com o gradiente de concentragdo V@ é denominada lei de Fick,
sendo dada por:

ji=-pD Vo, (2.28)

Na equagao (2.28), que pode ser interpretada como uma definicdo do

coeficiente de difusdo D, o sinal negativo indica que o fluxo ocorre na direcdo

contraria a do gradinte de concentracao.
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A taxa de varia¢do no tempo da massa de um corpo da espécie i, i =1,2,....,m,
em uma mistura de m constituintes é igual a taxa de produgdo de massa da espécie i
devido a reagdes quimicas. A equacao do balango de massa para a espécie i ¢ dada

por:

ijpidV=jridV+jrfdA (2.29)
dt Q (1) Qi (t) z

onde: Q=0 (t) representa o volume ocupado pelo corpo da espécie | no instante de
tempo t; I, a taxa de producdo da espécie i por unidade de volume devido a reagdes

quimicas homogéneas; r’: taxa de produgdo da espécie i por unidade de area devido a

reagOes quimicas heterogéneas na interface de fases.

Aplicando o Teorema de Transporte ao termo a esquerda de (2.29), tem-se:

j{%m div v, —ﬁ} dv +[{[o (vi—u)-g] -1} dA=0 (230)

Mas, para todos os pontos na interface de fases, o salto no balango de massa

para o constituinte i ¢ tal que:
[o(vi-u)-&] =" (2.31)
Logo, pelo teorema da localizacdo e pelo fato de (2.29) ser valido para

qualquer volume arbitrario Q(t) , tem-se que o integrando deve ser nulo, isto ¢,

+pdiv v,=r ou

% %+div PV, =T (2.32)

equagio de conservagdo da espécie i

Observacdo: A taxa de producdo da espécie i, F, é normalmente funcdo da
composi¢do quimica, temperatura, pressdo, etc. Supde-se, inicialmente, que existam

dados empiricos ou alguma equagao constitutiva para ;.
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A equagdo de balango total de massa pode ser obtida através do somatorio das
m equagdes (2.32). Este resultado expressa a conservagdo de massa, demonstrando
que as reagOes quimicas podem provocar transformacdes entre diferentes espécies,
porém, restritas pela conservacao de massa total. Tal balango ¢ localmente valido, ou
seja, valido em todos os pontos da regido e ndo apenas na regido total ocupada pelo
fluido. Usando as defini¢des de densidade e velocidade de mistura dadas pela equacdo
(2.25) tem-se o balango de massa para a mistura de m constituintes, ou balango de

massa global:
%0+ div pv=0 (2.33)

e o salto do balanco de massa global:
[[p(v—u)~§]]=0 (2.34)

recuperando-se, assim, as equacdes (2.23) e (2.24). As equagdes (2.33) e (2.24)

permitem verificar que ZLI} =0e ZL r°=0.

2.6. Balango de Momentum Linear para uma Mistura

As equagdes de movimento para um corpo /£ composto por M constituintes
sdo postuladas a partir da aplicacdo do primeiro axioma de Euler & mistura. Além das
forgas de corpo por unidade de massa f; (x,t) atuando sobre cada um dos
constituintes, for¢as externas atuando na configuragdo Qdo corpo, existem também

as forgas de contato exercidas pelo meio externo sobre a fronteira dessa configuragdo

(0Q), representadas pelo vetor tensdo t e medidas por unidade de area de 0Q.
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Em um volume diferencial arbitrario, as forcas de contato representam as
forgas que, devido a presenga de tensdes internas, agem entre partes de um corpo 5 .
A forma das forgas de contato pode ser avaliada empregando-se a hipotese de Cauchy,

um dos mais importantes axiomas da Mecanica do Continuo. Cauchy supds a
existéncia de uma densidade de forga de superficie t =t(x,t;n), definida para cada
vetor unitario normal exterior n e cada (x,t) na trajetéria do movimento, dotado da
seguinte propriedade: considerando uma superficie orientada I' de um corpo com
normal unitaria exterior n em X, o vetor t= f(x,t;n) — denominado vetor tensdo —

representa a forca por unidade de area exercida no interior do corpo, através da
superficie I', por seu exterior. A resultante de for¢a e de momento da distribuicao de
vetores tensdo t € equivalente a resultante das forcas exercidas pelo lado exterior de
I' no seu lado interior — representando a for¢a de contato total exercida num corpo
num dado instante ¢ a distribuicdo t depende linearmente orientacdo do elemento de

superficie, além de depender da posicao e do tempo.

Em sintese, o Teorema de Cauchy, supondo que todos os momentos sejam

oriundos de forcas de contato e de corpo, afirma que:
i) o vetor tensdo ¢ linear em relagdo a normal exterior, ou seja:
t=t(n;x,t) = T(x,t)n ,onde T= ’i“(x,t) representa o tensor tensio, denominado
Tensor de Cauchy;
ii) o tensor tensao ¢ simétrico e,
iii) satisfaz a equagdo de movimento: div T+ p f = pv, sendo v =dv/dt

Pelo principio da conservagdo de momentum linear temos que a taxa de

variagdo do momentum linear de um corpo composto de multiplos componentes,
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em relagdo a um referencial inercial, ¢ igual a soma das forcas que atuam sobre o
corpo, ou seja,
—jpvdV+j[[pv v-u)-g] dA= jtdA+jzp,f dv (2.35)
Q i=l1
Empregando os mesmos argumentos ja utilizados na conservagdo de massa,
utilizando a defini¢@o do tensor de Cauchy e o fato da equacdo (2.35) ser valida para
um volume arbitrario, pode-se expressar o balango de momento linear para uma
mistura de miltiplos componentes a ser satisfeito em cada ponto, na forma local:

P =div T+ (2.36)

i=1

A forga externa por unidade de massa ¢ definida por:

1 m
- 2.37
- §:l (2.37)

Além disto, assume-se que, na interface de fases, o salto global do balango de

momento deve ser tal que:
[ov(v-u)-&-T-g]=0 (2.38)

Uma vez que

t dA=[div T dV + [ [T-£] dA (2.39)
fron o ans g

A forma local da equagdo (2.35) para um meio continuo poderia ser derivada
diretamente do Teorema de Cauchy. Considerando a defini¢do (2.37) e a forma local

dada pela equagao (2.30), tem-se:

P oy @Jr(grad vivl= divT  + pf (2.40)
ey forgas de superficie forgas de corpo

aceleracdo
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2.7. Balango de Momentum Angular para uma Mistura

Pode-se definir a taxa de variagdo no tempo da quantidade de movimento
angular de um corpo & composto por m constituintes, em relagdo a um referencial
inercial com origem o, como sendo a soma dos momentos das forcas que atuam sobre
ele. Assumindo a hipotese ndo polar, que supde que todos os torque que atuam no
corpo £ sejam provenientes de forgas atuando sobre &, a equacgdo de conservacio

de quantidade de movimento angular sera dada por:

%Ir(x) x p(x,t)v (x,t) dV
o (2.41)
= [r(® x txtm) dA+[r(®) x p(x.b) f(x,1) AV

onde r =r(x) ¢ o vetor posic¢do a partir da origem o e a forga por unidade de massa f

foi definida na equagdo (2.37).

A forma local do balango de momentum angular ¢ obtida combinando a

definicdo do tensor tensdo de Cauchy, definido a partir do vetor tensdo:
tzf(x,t;n):T(x,t)n e a equacdo de conservacdo de quantidade de movimento
linear (2.36). Essencialmente, ela impde a simetria do tensor de Cauchy:

T=T (2.42)

O balango de energia para a mistura ndo sera apresentado porque o presente

trabalho considera o escoamento isotérmico.
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2.8. Modelo Mecéanico da Dispersdo de Poluentes na Atmosfera

Este trabalho descreve o transporte de m poluentes no ar, sendo este ultimo
suposto um gas ideal. O modelo matematico origina um sistema de m+2 equacdes: as
equacdes de conservagdo de massa e momentum linear para a mistura ar-poluentes —
as equagoes classicas de dinamica dos gases — e m equagdes de balango de massa para
os m poluentes. Além disso, sdo supostas algumas hipoteses simplificadoras
explicitadas a seguir.

Primeiro, supde-se que a transferéncia de massa seja causada por um processo
de adveccao-difusdo dos m poluentes, obedecendo a uma equacdo constituitiva
bastante simples, dada pela lei de Fick para difusdo binaria [5], que permite expressar
o vetor fluxo de massa dos m poluentes através da equacdo (2.28), aqui repetida, por
conveniéncia

ji=—pPDVa , i=1,..,m (2.28)
onde D, representa o coeficiente de difusdo e V@, o gradiente de concentragdo do i-

ésimo constituinte. Como serd mencionado a seguir, neste trabalho, que tem por
objetivo simulagdo de sistemas hiperbolicos, a difus@o sera suposta desprezivel em
relacdo a advecgao, portanto o processo de difusdo sera apresentado com menor rigor.

A segunda hipdtese simplificadora consiste em supor um comportamento de
gas ideal para a mistura ar-poluentes, permitindo desprezar quaisquer efeitos de
viscosidade. Nesta situacao, o tensor tensdo de Cauchy fica reduzido a um multiplo da

identidade dado por T=—-pI com p=pRT, sendo I o tensor identidade, R a
constante da mistura ar-poluente, p sua densidade e T sua temperatura absoluta.

Admite-se, ainda, que a for¢a externa atuando na mistura seja causada somente por

efeitos gravitacionais, ou seja, f =g, onde g ¢ a aceleracdo da gravidade, suposta
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constante. A hipdtese de gas ideal — amplamente empregada na literatura para
caracterizar o ar — ¢ fisicamente justificada neste trabalho, que visa um modelo para a
poluicdo ambiental. Neste sentido, a situacdo mais defavoravel seria obtida
empregando-se um modelo hiperbdlico, com a possibilidade de presenca de ondas de
choque. Considerar tanto a difusdo de momentum (efeitos de viscosidade) quanto a
difusdo de massa, mudaria a natureza da equagdo que modela o fendmeno, atenuando
as ondas de choque. Na verdade, desprezar quaisquer efeitos difusivos é fundamental
para o estudo da propagacao de ondas de choque. Além disso, as elevadas velocidades
de propagacao e os altos gradientes de pressao funcionam como uma motivacao fisica
para desprezar a difusdo.

Uma simplificacdo muito importante pode ser introduzida no modelo se, além
das hipoteses acima, for suposto que a soma das densidades de massa dos m poluentes
na mistura seja pequena, comparada a densidade de massa do ar, em qualquer instante
de tempo. Esta hipdtese permite aproximar as equagdes de balanco de massa e
momentum linear da mistura pelos balangos de massa ¢ momentum linear para o ar

apenas. Desta forma, define-se o como a densidade de massa do ar, v a sua

velocidade, p a pressdo e g a forga de corpo especifica atuando sobre ele.
Neste contexto, o transporte de m poluentes no ar pode ser descrito

matematicamente pelo seguinte sistema de equacdes:

op

~ v (pv)=0
M-ﬁ-div (pv®v)=-Vp+pg (2.43)
—a(pw‘)eriv (pov)=div(pDVa,)+r , i=12,..m

onde @ representa a concentragdo do i—ésimo constituinte (ou fragdo de massa) na

mistura, expresso por @ =p.;/p, sendo p, a densidade de massa do i-ésimo
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constituinte; Dj € o coeficiente de difusdo do i— ésimo constituinte. Neste trabalho, a
difusdo sera desprezada, quando comparada a adveccdo. Este sistema compreende a
conservagdo de massa para cada um dos constituintes e os balancos de massa e
momentum linear para o ar. O balango de momentum angular é sempre satifeito, pois
o tensor tensdo € suposto simétrico (equacao (2.42)).

Supde-se, ainda, que a pressdo seja uma fun¢do da densidade somente, ou seja,
p=pP(p) e que sua derivada seja positiva, isto &, p'(p)>0. A hipotese da pressdo

ndo depender da temperatura pode ser justificada fisicamente para processos
envolvendo pequenos intervalos de tempo, que seriam insuficientes para gerar
variag0es apreciaveis de temperatura. A metodologia de solucdo do problema
estudado neste trabalho requer, necessariamente, que as aproximagdes numéricas
evoluam no tempo com passos muito pequenos.

Para o decaimento da concentragdo do i—ésimo constituinte na mistura sera
suposta a hipdtese constitutiva mais simples — o decaimento sera considerado linear,
obedecendo a seguinte relacdo constitutiva:

r=—aw (2.44)

onde ¢; ¢ uma constante positiva.

A relagdo constitutiva (2.44) descreve a taxa de producdo do poluente —
considerando, neste caso, tanto sua geragdo como sua destrui¢do, que pode ser
causada por reagdes quimicas na atmosfera.

O escoamento ¢ suposto unidimensional, sendo o campo de velocidades, neste
caso, reduzido a uma unica componente na dire¢do do escoamento, ou seja, v=V e,,
onde e, representa o vetor unitario i, para geometria plana e os vetores radiais

unitarios, no caso de geometrias esférica e cilindrica. Para evitar perda de simetria,

serdo desconsiderados, também, os efeitos gravitacionais.
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Combinando (2.43)-(2.44) e as hipoteses simplificadoras mencionadas acima,

o modelo matematico definido em (2.43) origina o seguinte problema de valor inicial:

p  op)__pv
ot or r
a V2 2
a(pv) . (p + p) Y.L (2.45)
ot or r

onde =0 se o problema for descrito no sistema de coordenadas cartesianas, £ =1
para o sistema de coordenadas cilindricas e =2 para o sistema de coordenadas
esféricas.

A solucdo do sistema de equagdes (2.45) requer dados iniciais para a
densidade, a velocidade e a concentracdo dos m poluentes.

As simulagdes implementadas neste trabalho consideram, em geral, uma
geometria esférica, sendo a casca esférica com raio interno Rj e raio externo Re

esquematizada na Figura 6.3.



Capitulo 3

Sistemas Hiperbolicos de Leis de Conservacgéo

3.1. Introducéo

Sistemas hiperbdlicos de equacdes diferenciais parciais sdo empregados para
modelar indmeros fendmenos fisicos que surgem nas mais diversas &reas como
dinAmica dos gases, acUstica, geofisica, Otica, entre outras, que envolvem, por
exemplo, movimentos de onda ou o transporte advectivo de substancias, onde a
propagacao de singularidades estd muitas vezes presente.

A modelagem matematica de problemas que envolvem a conservacao de
quantidades origina certos tipos de sistemas de equagOes diferenciais parciais,
chamadas leis de conservacgao.

O movimento de um fluido pode ser descrito utilizando as chamadas variaveis

primitivas ou fisicas como a densidade o, a pressdo p e as trés componentes da
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velocidade v: u, v, w, utilizando as leis fundamentais de conservagéo (conservacéo de
massa, conservagdo de momentum linear e angular e conservagéo de energia).
Leis de conservacdo sdo equacdes que expressam a conservacdo de

quantidades u,,u,,.....,u,,, podendo ser representadas tanto na forma diferencial como

na forma integral. Originalmente, as leis de conservacéo sdo expressas atraves de uma
forma integral, visto que os axiomas séo propostos para porcdes finitas de um corpo.
A formulacdo integral requer menos regularidade das funcbes (campos), o que
permite considerar fungdes descontinuas.

Dado um volume de controle fixo VC =[x, X, | x[t,,t,] no plano x-t, a forma

integral da equacdo de conservacdo de massa, no espago unidimensional, por
exemplo, é dada por:

%J.:D,O(X,t)dx=f(XE,t)—f(XD,t) (3.1)

E

onde f = pu é o fluxo.

3.2. Sistema Hiperbdlico Linear de Leis de Conservagao

Seja um sistema de leis de conservacdo em derivadas parciais:

ou of (u)
—+———==0, xeR, t>0 2
ot OX (32)
onde, u:RxR" — R"™ é um vetor m-dimensional, cujas coordenadas sdo chamadas

de variaveis de estado ou de quantidades conservadas e a funcao vetorial f: R™ — R"

é chamada de funcéo fluxo. Em geral, as fungdes fluxo séo funcdes ndo lineares de u,
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gerando sistemas ndo lineares de equagOes diferenciais parciais, cuja solugdo exata
nem sempre pode ser encontrada [13].

Aplicando a regra da cadeia a (3.2) obtem-se a forma quasi-linear expressa
por:

a_u_{_ﬂwza_u_{_p\m:o (33)
ot ou OX ot OX

onde A é a matriz Jacobiana da funcéo fluxo f(u), definida da seguinte forma:

of Jou, of,/ou, ....... of, /ou

u) - of,/ou, of, /o, ......... of, /ou,, (3.4)

Considerando inicialmente o caso em que A é uma matriz constante

(caracterizando, assim, um sistema linear) e o sistema (3.2) é (estritamente)

hiperbélico, ou seja, f'(u), a matriz Jacobiana de f, possui apenas autovalores reais e
distintos para todo u€R"™, pode-se decompor A da seguinte forma:

A=RDR™ ou D=R™'AR (3.5
onde D é a matriz diagonal cujos elementos séo os autovalores 4, 4,,......, 4, de Ae

as colunas R" de R sdo os autovetores & direita de A, ou seja,

A s O
0 . 0

D={. . . | R:[R“),R(Z),...,R(m’], AR = 2RV (3.6)
I A,

A existéncia da matriz inversa R™ permite definir um novo conjunto de
SL - T e . P
varidveis dependentes V =(v,,v,,...,v,) , chamadas varidveis caracteristicas, dadas

1 Vo

pela seguinte transformac&o:
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V={y, }j=1,2,...m =R ou u=RV (3.7)

J
Desta forma, empregando a relacédo (3.5) e fazendo u =RV , teremos que:
RV, +RDR'RV, =RV, +RDV, =R (V,+DV,)=0=V,+DV, =0  (3.8)
Esta é a chamada forma candnica ou forma caracteristica do sistema (3.3), que

pode se escrita na seguinte forma matricial:

v, ] Y/ 0 v, | [0]
) v, 0 ... 0 51 Y2 0
—. +. . =] =|. (3.8)
ot OX

RS B e B Ao | Vel LO]

Como D é diagonal, o sistema (3.3) pode ser desacoplado em m equacbes
escalares independentes, onde a i-ésima equagdo diferencial parcial do sistema é dada
por:

ov, oV, .
14 1—1=0,i=12,..m
o ox )

Observa-se que o sistema desacoplado € idéntico a equacdo de adveccgdo linear,

cuja velocidade caracteristica ¢ A e onde existem m curvas caracteristicas

dx

satisfazendo m equagdes diferenciais ordindrias 5= Ay 1=12,...m,

Assim, para determinar a solucéo do seguinte problema de valor inicial

u +Au, =0 (3.10)

u(x,0) =uy(x) |
Aplica-se a relagéo (3.5), chegando ao seguinte sistema equivalente a (3.10):

v,+Dv, =0 311

v(x,0)=R™v,(X) 311)

O sistema (3.11) é formado por m equaces escalares,
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(Vp)t+’19(vp)x =0, p=12..m (3.12)

cuja solugdo é dada por:

Vp(x’t)zvp(x_ﬂpt’o) (3.13)

Consequentemente, a solugdo do sistema original (3.10) é dada por:

u(x,t)=Rv(xt)

J)R
vy (X )R, 5.1

M: 10

v, (x=4,L,0R,

Il
JiN

p

As curvas x=X,+At que satisfazem x'(t)=A, séo chamadas de curvas

caracteristicas da p-ésima familia ou simplesmente p-caracteristicas.

Cabem aqui duas observagdes importantes:

i)

A solugdo u(x,t) depende somente dos dados iniciais nos m pontos

x=A,t. O coeficiente v (x,t), correspondente ao autovetor R, na

expansdo (3.14) de u(x,t) é constante ao longo de cada p-caracteristica;
Considerando um ponto(x,t) com dado inicial suave em cada ponto
Xo=X-At, p=12..,m, tem-se que vp(x—/ipt,o):R’lu(x—/ipt,o)

também sera suave em cada um destes mesmos pontos e

consequentemente u(x,t). Logo, uma singularidade no dado inicial pode

propagar-se somente ao longo das caracteristicas.
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3.3. Sistemas Né&o Lineares de Leis de Conservagédo

Na se¢do anterior mostrou-se que no caso de sistemas hiperbolicos lineares de
leis de conservagdo, dado um ponto (x,t) no plano x-t, a solugdo u(x,t) neste ponto
depende somente do dado inicial nos m pontos xéi) =X—-At, que representam as
intersecOes das caracteristicas de velocidade 4, com o eixo x. A solucéo para u pode

ser vista como uma superposi¢do de m ondas, que se propagam sem que suas formas

sofram qualquer deformago. Assim, a i-ésima onda tem forma v?° (x) R' e se propaga
com velocidade 4.

Considerando leis de conservacédo néo lineares, a velocidade caracteristica 4, €

funcéo da propria solucdo u, o que provoca distor¢des na forma de propagacéo das
ondas. Neste contexto, questfes referentes a existéncia, unicidade e estabilidade das

solucdes tém sido objeto de intensa pesquisa e estudo.

3.3.1. Solucdo Classica e Caracteristicas

Seja o problema escalar de valor inicial definido por:

ou of (u)
OX

-0, xeR, t>0 (3.15)
com
u(x,0)=u,(x) (3.16)

Uma questdo crucial para o problema de Cauchy, isto é, o problema de valor

inicial para leis de conservacdo é que, em geral, devido a presenca da ndo linearidade
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no termo da derivada espacial, as solugdes para este problema possuem uma solucéo
classica para um tempo suficientemente pequeno. Singularidades podem surgir por
mais regulares que sejam os dados iniciais. Este fato significa dizer que, embora
possam existir solucdes generalizadas para todo o tempo, elas deixam de ser
diferenciaveis a partir de um certo instante.

Para equacg0es lineares, as singularidades na condigéo inicial sdo propagadas
ao longo das caracteristicas. No caso ndo linear isto ndo ocorre, uma vez que as
singularidades (neste caso chamadas choques) séo propagadas ao longo das curvas do
espacgo-tempo que ndo sdo necessariamente caracteristicas.

Algumas vezes, ao invés da singularidade na condicdo inicial ser propagada ao
longo das caracteristicas, ela é suavizada instantaneamente, de modo que no instante
imediatamente posterior, ou seja, para qualquer t >0, a solucdo ja é continua. Este
fendmeno ndo é devido exclusivamente & ndo linearidade da equacgdo: na equagdo
linear do calor (que ndo é hiperbdlica), por exemplo, isto ocorre naturalmente, devido
a propagacdo “instantdnea” do calor, que suaviza quaisquer descontinuidades
presentes na distribuicéo inicial de temperaturas em uma barra. No caso de equagdes
de primeira ordem lineares, no entanto, este fenbmeno ndo pode ocorrer, uma vez que
quaisquer singularidades presentes na condigdo inicial sdo transmitidas através das
curvas caracteristicas (ao contrario do calor, a propagacéo € “ondulatéria” e ondas se
movem com velocidade finita).

Uma solucdo classica do problema de Cauchy é uma fungdo u de C*' que

satisfaz (3.15)-(3.16). Estas solugdes sdo constantes ao longo das caracteristicas, que

sdo curvas (x(t),t) , definidas por:

o
dt
x(0) =X,

f'(u) , t>0 (3.17)
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Além disto, as caracteristicas sdo retas com inclinagéo igual a f'(uo(xo)).

Assim, u(x(t),t)=u, (x,) -

3.3.2. Solucdo Fraca

Se u(x,t) mede a densidade de uma certa substancia em um intervalo | e f

descreve o fluxo de u através da fronteira de |, a lei de conservagéo de massa afirma
que a taxa de variagdo da quantidade total de substancia contida em | deve ser igual

ao fluxo que atravessa a fronteira, isto é:

2 [lu(xt)=f(u(at)-f(u(o.) (3.18)

Supondo suficiente regularidade de u e f , a equacéo (3.18) é equivalente a

forma diferencial (3.15). No entanto, (3.18) pode ser satisfeita por fun¢bes u que nédo

sejam diferenciaveis e até mesmo descontinuas. Portanto, exigir que u seja C'
(classe das fungdes continuamente diferencidveis) € uma condi¢do muito forte. Assim,
para aumentar 0 conjunto que contemple tais solucdes é preciso diminuir as restri¢oes
sobre a regularidade das mesmas. Tal procedimento da origem as chamadas solucdes

fracas para (3.15)-(3.16).

Definigdo 3.1.: A fungdo u, e L (]Rx[O,oo])m é uma solucéo fraca de (3.15)-(3.16)

loc

S€,

J‘:ﬁ[g}t U+g,-f(u)]dx dt+j_i¢(x,0)-u(x,0) dx=0 (3.19)
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para toda funcéo teste ¢ e Cé(Rx[O,oo])m. Observa-se que ¢ é uma funcdo vetorial.

Assim, escolhendo ¢=(0,0.....0,¢,0,0,..,0) com ¢eCj(R) e i=1...,m, a
equacao (3.19) define uma solucdo fraca para a i-ésima componente do problema de
Cauchy (3.15)-(3.16).

Conclui-se desta definicdo que uma solucéo classica do problema de valor
inicial ¢ uma solugdo fraca, e que, se uma solucdo fraca é suave (regular), entdo ela é

uma solucéo cléssica.

3.3.3. Condicoes para Existéncia de Descontinuidade

As solucbes fracas, em geral, sdo suaves, exceto em um numero finito de
conjuntos. No entanto, existe uma restricdo que deve ser satisfeita pelas solucbes
fracas. Tal condicdo é chamada de condi¢do de salto ou condicdo de Rankine-
Hugoniot.

Supondo que a solugdo u seja suave, exceto sobre a curva C parametrizada
por {(xt):x=x(t)}, onde x:[0,T][>R ¢ suave, com vetor normal

-1/2

n= (1+(x'(t))2) (1,—x'(t)), entao, a condigéo de choque de u em C é dada por:

_[f]+[u]i—f:o (3.20)

onde [f]=f(u,)—f(u_), [u]=u,—u_,u, e u_ séo os valores de u a esquerda e a

direita de C, ou seja,
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Szﬁzm , >0
dt [u] (3.21)
x(0)=x,

Diz-se que [u] é o salto de u através de C, [f] é o saltode f(u) e s éa

velocidade de C, isto €, a velocidade de propagacao da descontinuidade.
Existem outros critérios de admissibilidade de choque. Uma revisdo do tema
pode ser encontrada no trabalho de Dafermos [24]. Neste trabalho serd mencionado

somente o critério classico obtido por Lax [15]: um i-choque de velocidade s é

admissivel se 4 (u_)>s>24(u,), onde 4 sdo os autovalores da matriz Jacoabiana

A(u)=f'(u) e u_, séo os estados respectivamente a esquerda e a direita do choque.

3.3.4. Existéncia e Unicidade de SolucGes Fracas

Solugdes fracas ndo sdo Unicas e, para um mesmo dado inicial, pode ser
possivel obter-se mais de uma solucdo fraca para o problema (3.15)-(3.16). A
condicdo de Rankine-Hugoniot ndo é suficiente para garantir a unicidade de tais
solucBes. E preciso, entdo, que outras condicdes sejam impostas, permitindo escolher
entre todas as solucdes fracas possiveis, aquela que seja fisicamente correta. Duas das
mais importantes condi¢cdes sdo a condicdo de entropia e o critério de viscosidade,

discutidos a seguir.
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3.3.4.1. Condicdo de Entropia

A condicdo de salto de Rankine-Hugoniot pode ser escrita como:

f(uz)—f(up)=s(ug—up) (3.22)
onde f(u) é uma funcdo de fluxo arbitraria, s é a velocidade de propagagdo do
choque e u. e u, sdo estados constantes a esquerda e a direita da descontinuidade.

No caso de problemas escalares, a condicéo de salto de Rankine-Hugoniot se reduz a:

- f (UD) _ [[f]]
(UE —UD) [[u]] (3.23)

Em algumas situacGes a solucdo fraca ndo é Unica, sendo requerida uma
condicédo adicional que permita a escolha da solugdo fisicamente admissivel, ou seja,
aquela na qual a solucéo de viscosidade tende a desaparecer. A condicdo que define
esta solucdo € que ela deve ser a solucdo limite da condi¢do de viscosidade quando
& — 0, em uma norma convenientemente escolhida. No caso de equagdes escalares as

caracteristicas do choque devem se interpenetrar & medida que o tempo avanca.

Definicdo 3.2. Uma descontinuidade propagando-se com velocidade s dada pela

equacdo (3.22) satisfaz a condicdo de entropia se:

f'ug)=s>f'(up) (3.24)
sendo f'(u) a velocidade caracteristica. Se a fungéo f for estritamente convexa, a
velocidade s da condicdo de Rankine-Hugoniot deve estar situada entre f'(u.) e
f'(uy), entdo, a equagdo (3.24) reduz-se simplesmente a exigéncia

f'(ug)> f'(uy ), aqual, devido & convexidade, requer u. <u, .
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Defini¢do 3.3. Uma condicao de entropia mais geral, devida a Oleinik [23], pode ser

aplicada também a funcdes de fluxo escalares ndo convexas. A condi¢do de entropia

afirma que u(x,t) é uma solucéo entrépica (que satisfaz a condicdo de entropia) se

todas as descontinuidades obedecerem a condicao:

> F(u)= 7 () Y Ug <U<Up (3.25)

(u-ug) (u-up)

No caso da fungdo de fluxo f ser convexa, a equacao (3.25) reduz-se a equacéo (3.24).

Definicdo 3.4. Uma outra forma de condicdo de entropia é aquela baseada no
espalhamento das caracteristicas num leque de rarefacéo, LeVeque [36]. Se u(x,t)
for uma fungdo crescente de x em alguma regido, entdo as caracteristicas se espalham
se f">0. A taxa de espalhamento pode ser quantificada, segundo Oleinik [23]. A
condicdo de entropia afirma que u(x,t) é uma solugdo que satisfaz a condi¢do de
entropia, se existir uma constante E >0, tal que, paratodo a>0,t>0¢e xeR:

u(x+a,t)—u(xt)

<% (3.26)

Para uma descontinuidade propagando-se entre estados constantes a esquerda e a
direita uz e uy, a equacdo (3.26) seré satisfeita se e somente se u, —u. <0, 0 que
leva a equacéo (3.24).

A condicdo (3.26) é mais facilmente aplicavel ao estudo de métodos
numeéricos — que devem convergir para uma solucéo correta. Fazendo a = Ax, deve-se

assegurar a existéncia de uma constante E >0 tal que

0 (0)-u, (t)<(%) AX 3.27)
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para todo t>0 e Ax — 0. O trabalho de Oleinik [23] demonstra a existéncia de uma

solucdo da equacdo de Burgers gt—quai f(u)=0,sendo f(u) uma funcdo néo linear
X

de u, satisfazendo a condicdo de entropia (3.26). O procedimento para a demonstracdo
é baseado na definicdo de uma aproximacdo discreta e na tomada de limites, como

apresentado por Smoller [37].

Definicdo 3.5. Para sistemas hiperbdlicos genuinamente ndo lineares de duas
equac0es, as condi¢des de entropia podem ser representadas por:

Para conexdo por um choque-1:
S, <A A, <8 <Ay (3.28)
Para conexdo por um choque-2:

S;> Ay Ay <S, <Ay (3.29)

Definicao 3.6. Seja um sistema hiperbolico genuinamente ndo linear de n equacdes:

a_u+6f(u)

=0 3.30
ot OX ( )

cujos auto-valores 4 (u)<...<A4,(u) sdo reais e distintos e com auto-vetores

correspondentes a esquerda (e;) e a direita (d;), sendo i=1,...,n. Supondo que a solucédo

do sistema (3.30) tenha a seguinte forma:

£, Se X-—st<O (3.31)
5, Se X—st>0 '

u

u(x,t)z{

u

sendo s a velocidade da descontuinuidade, entdo este sistema deve satisfazer a

condicdo de salto [37], que pode ser representada por:

s(ug—up)=f(ug)—f(up) (3.32)
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e, através de cada descontinuidade, as seguintes condi¢Ges de entropia devem ser

satisfeitas:

(3.33)

3.3.4.2. Critério de Viscosidade

Um principio bastante natural é que as solucBes fisicamente e
matematicamente corretas devam surgir como o limite das solugdes do problema, ou
seja, € preciso que a solucéo fraca correta seja o limite das solucfes da equacdo de
viscosidade associada, no limite, quando a viscosidade tender a zero. A defini¢do do

critério de viscosidade é feita a seguir [36].

Definicao 3.7. Diz-se que u é uma solucéo de viscosidade para a lei de conservagao

ut+f(u)X:%u+§f(u):O (3.34)

se u puder ser encontrada como o limite de solucGes para a familia de equagdes .

ou’ o 0?
+—f(u’)=e—U’ uando ¢ >0 3.35
ot 8x( )=e3a 9 ¢ (3:35)

onde ¢ é o coeficiente de viscosidade. Assim, é necessarios que u satisfaca a
seguinte igualdade:

limu®=u (3.36)

> 0

Isto significa dizer que que a solucdo que satisfaz a condicdo (3.35) deve

originar um problema cuja solucdo existe, é Gnica e continuamente dependente dos
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dados iniciais (estavel). Solucdes que satisfazem a condi¢édo (3.35) sdo ditas solucbes
entropicas.

A equacéo na forma

ML 0t uy=p Y (3.37)

onde x é o coeficente de viscosidade do fluido, é exatamente a lei de conservagdo

para um fluido quando ndo se desprezam os efeitos dissipativos devidos a

viscosidade.



Capitulo 4

O Problema de Riemann

4.1. Introducéo

Muitos dos esquemas numéricos atualmente utilizados como, por exemplo, o
método de Godunov [12], empregados na solugdo de sistemas hiperbdlicos, sdo
baseados na busca da solucdo, ou pelo menos de uma aproximacao, de problemas de
Riemann.

O problema de Riemann para sistemas homogéneos € um caso especial de
problema de Cauchy, com dado inicial do tipo fungdo degrau. No caso da equagéo
escalar de adveccao linear, o problema de Riemann ¢é dado por:

ou ou
—+a—=0,t>0, —o<X<w
ot OX 4.2)

com condicéo inicial
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u. , se x<0
u(x,0)=u,(x)= uE X0 (4.2)
D !

onde u. e u, sdo valores (estados) constantes.
Neste caso, a solucéo do problema de Riemann (4.1)-(4.2) é dada por:

u., se x—at<0
U(X’t):UO(X_at): uE se Xx—at>0
D !

A condicdo inicial tem uma descontinuidade em x=0 que Se propaga para o
interior do dominio x >0 com uma velocidade a. Esta curva caracteristica particular
X =at separa, no plano x—t, as curvas caracteristicas a esquerda, nas quais a solucao

vale u. daquelas curvas a direita, nas quais a solucéo vale u,, .

O problema de Riemann foi estudado por Peter Lax [15] na década de 50,
sendo sua solucdo construida pela conexdo dos estados a esquerda e a direita por
curvas no plano de estados, no qual existe uma curva correspondente a cada tipo de
onda elementar: onda de rarefagdo, onda de choque e descontinuidade de contato. O

fato de haver mais de uma maneira de conectar u. e u, atraves de tais curvas leva a

utilizacdo de uma condigdo adicional — a condicdo de entropia de Lax, que impde

restrigdes a serem satisfeitas pelas solugdes generalizadas.

4.2. O Problema de Riemann para Sistemas Lineares

No caso de sistemas lineares com coeficientes constantes, o problema de

Riemann pode ser resolvido de forma explicita.

Considere o sistema estritamente hiperbdlico como definido em (3.6), ou seja,
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0
a—u+Aﬂ:0,—oo<x<oo,t>O (4.3)
ot OX

u., se x<0
(4.4)

com u(x,0)=u 0(x)={

u se x>0

D!

onde os autovalores de A, supostos reais e distintos, séo tais que 4, <4, <....... <Ay

A estrutura da solugdo do problema de Riemann (4.3)-(4.4) consiste de m ondas que

surgem da origem, cada uma com um autovalor A, ou seja, cada uma destas ondas
provoca um salto de descontinuidade em u que se propaga com velocidade 4, .

A solugdo geral é obtida a partir de (3.18), isto &,
u(x,t)=> v, (x-4t0)r, (4.5)
p=1

Pode-se, entdo, expandir os estados constantes u.eu,, cComo uma

combinagcdo linear do conjunto r,,r,,....,r,, , da seguinte forma:

U =Y apr, Up =Zlﬂprp (4.6)
p=

Logo, cada uma das expansdes em (4.6) pode ser vista como um caso especial
de (4.5), de modo que:

o S8 X<0 47
B, se x>0 '

o

vp(x,O)z{

Entdo, a solucdo geral em termos das variaveis caracteristicas sera dada por:

a,, Se x—/lpt<0

p

B, sex=4t>0

Vv, (x,0) ={ (4.8)

Para um dado ponto (x,t) existe um autovalor A, tal que A, < x/t <4, ou
seja, x—A,t>0 Vp tal que p<P. Pode-se escrever a solugdo do problema de

Riemann (4.3)-(4.4) em termos das variaveis originais como:
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m P(x.t)
ux,t)= Y ar,+ > B, (4.9)
p=P(x,t)+1 p=1

onde o inteiro P = P(x,t) € 0 valor maximo de p paraoqual x—A;t>0.
Quando u(x,t) atravessa a p-ésima caracteristica, o valor de x—A;t passa

pelo zero e o correpondente v, salta de «, para B, e os outros coeficientes

v; (i# p) permanecem constantes. O salto é caracterizado por [[u]] = ( B, -, ) r,.

Como f(u)=Au, observa-se que este salto satisfaz a condicéo de Rankine-
Hugoniot uma vez que: [f]=A[u]=(8,-a,)r, = 4,[u], onde 2, é a velocidade

de propagacao deste salto.

Alternativamente, pode-se escrever a solugdo u(x,t) de (4.9) em termos destes

saltos como:
ux ) =uc+ > (B,-a,)r, (4.10)
Pl A</t
=uy- > (B-a,)T, (4.11)
plAp>x/t

Desta forma, a tarefa de encontrar a solugéo do problema de Riemann linear

consite em determinar um modo de escrever o salto u, —u. COmMO uma composi¢do

de saltos, tais que:

m

Up—Ug =(B— o)t +... +(ﬂm_am)rm22(ﬂi_ai)ri (4.12)

i=1
onde cada salto se propaga com uma velocidade A, satisfazendo a condicdo de

Rankine-Hugoniot.
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4.3. O Problema de Riemann para Sistemas N&o Lineares

No Capitulo 3 verificou-se que, como no caso escalar, as solucdes de sistemas
de leis de conservagdo também podem desenvolver singularidades num tempo finito.
Desta forma, deve-se considerar a solugdo em um sentido fraco, cuja defini¢do é dada

a sequir.

Definigdo 4.1 Seja u, € L

loc

(R,R")NL,(R,R"). Diz-se que u é uma solugéo de

au 6f(u)
M T W _ 0 xeR, t>0
ot ox © (4.13)

u(x,0)=u,(x)

J'J.[ (x,t)¢ (x.t) +f( (X, ))¢X(x,t)Jdt dx+j'[¢(x,0) uo(x)}dx=0 (4.14)

onde ¢(x,t)eC; (Rx[0,0)).

No Capitulo 3, verificou-se que as descontinuidades que podem ser assumidas
por uma solucéo da forma da equacéo (4.13) devem satisfazer a condi¢do de Rankine-
Hugoniot. Logo, cada uma das m leis de conservacdo deve satisfazer uma relagédo do
tipo:

sfu,]=[f.] . p=12...m (4.15)
para cada curva de descontinuidade t — (x(t),t), onde s=x'(t) é a velocidade da

descontinuidade.
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4.3.1. Campos Caracteristicos

Seja um sistema hiperbdlico de leis de conservacdo na forma (3.19) com

autovalores reais 4, (u) da matriz Jacobiana A(u), ue D <R" e correspondentes

autovetores a direita r, (u). A velocidade caracteristica 4, (u) define um campo

caracteristico. No caso de uma equacdo hiperbolica ndo linear as velocidades
caracteristicas dependem da solucdo u e, neste caso, podem ocorrer duas situacdes.

No primeiro caso, a velocidade da onda varia ao longo de uma onda elementar.
Assim, ao longo de uma onda de rarefacéo, a velocidade da onda cresce da esquerda
para a direita. De forma semelhante, ao longo de uma onda de choque a velocidade da
onda decresce da esquerda para a direita. Nestes casos, 0 sistema é genuinamente nao
linear. No plano x—t as caracteristicas convergem (choque) ou divergem (leque de
rarefacdo).

Na segunda situacgdo, a velocidade da onda pode ser constante ao longo de uma
onda elementar e, neste caso, tem-se uma descontinuidade de contato. Nesta situagéo,
a equacdo hiperbolica é linearmente degenerada, uma vez que ela se comporta

(localmente) como um sistema hiperbdlico linear. A figura 4.1 mostra o

comportamento das caracteristicas ao longo de ondas elementares.

Definigdo 4.2: Um campo caracteristico 4, (u) é denominado genuinamente nao

linear, se

VA (u)-r(u)#0 Yue DcR" (4.16)
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Definicdo 4.3. Um campo caracteristico Ak(u) ¢ denominado linearmente

degenerado, se

V4 (u)-r(u)=0 YueDcR" (4.17)

onde Vﬂk(u):(iﬂk,iﬂw ..... %@] e Vﬂk(u)-rkzi% r.

]
ou, - ou, 1= U,

genuinaments linearmente genuinamente
n&o linear degenerado  naolinear
t
fiq 7
%, L
\ 3 /
g

X

Figura 4.1 — llustragdo dos comportamentos: genuinamente ndo linear e linearmente

degenerado.

No caso de sistemas lineares, os autovalores séo constantes e V.4 (u)=0, ou

seja, todos os campos caracteristicos de um sistema hiperbdlico linear com
coeficientes constantes sdo linearmente degenerados.

Suponha que u seja uma solugdo suave de um sistema hiperbolico cujos

autovalores de '(u) séo tais que 4 (u)<2,(u)<.....< 4, (u). Se x(t)eC*([0,7])

for uma solugdo de X'(t)= 4, (u), entdo a curva {(x(t),t):Ost ST} é chamada k-

caracteristica.
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SupBe-se que os estados a esquerda e a direita estejam proximos, no sentido

que a diferengca u.—u, seja pequena. Desta forma, os estados constantes

Uy, U;,U,,....,U, estdo separados por pequenos saltos. A k-ésima descontinuidade deve
satisfaz a condicdo de salto de Rankine-Hugoniot, isto é,

f(u.)-f(u)=s(u—u,) (4.18)

onde s é a velocidade de propagacdo. Deseja-se encontrar (uk - uH) e s para cada k.

Inicialmente, constréi-se uma solucdo fraca do problema de Riemann que

consiste em m descontinuidades que se propagam com velocidades s, <, <......<S

lembrando que uma descontinuidade que se propague com velocidade s e possua

valores constantes u. e u, em cada lado da descontinuidade deve satisfazer a
condicdo de Rankine-Hugoniot. Supondo que o ponto u, € R™ esteja fixo, determina-
se 0 conjunto de pontos u, que podem ser conectados a u. por uma descontinuidade

que satisfaca tal condigé&o.

A condicdo de Rankine-Hugoniot estabelece que:

f((up), (£))=F(ue)=5.(&)((Up), (£)-ue) , k=12,....,m (4.19)
onde (up), (&) é uma parametrizagdo da k-ésima curva que passa por u. e que
satisfaz (up ), (0) =ug, sendo & é o parémetro.

Diferenciando a igualdade (4.19) com respeito a £ e substituindo por &£ =0,

tem-se:

F'(ue)(up), (0)=s,(0)(us), (0) (4.20)
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Isto significa que (uD)'k(O) deve ser um multiplo escalar do autovetor

r(ug) de f'(ug), enquanto s, (0) deve ser o autovalor A (ug). Conclui-se,

portanto, que a curva (u,), (&) deve ser tangente a r, (u ) no ponto u .

Como visto no Capitulo 3, a solucdo do problema de Riemann pode néo ser
Unica. Em geral séo requeridas condigdes iniciais para o problema. Para uma Unica lei

de conservagdo, no caso em que f é estritamente convexa, esta condicdo se da pela
seguinte desigualdade:
f'(ug)>s>f"(up) (4.21)
Para o caso de sistemas de leis de conservagdo, esta condi¢do aplicada a um
campo genuinamente ndo linear permite afirmar que o salto no k-ésimo campo

(de ug a u,, por exemplo) é admissivel se,

A (ug)>s> A (up) (4.22)
Cada uma das leis de conservacao deve satisfazer a equacéo
sfu =[f] . k=12,...m (4.23)

Uma descontinuidade que satisfaz (4.15) e (4.22) é denominada k-choque.
Para sistemas com k-caracteristicas que sejam genuinamente ndo lineares ou

linearmente degenerados a condicéo de entropia (4.22) é modificada para:

A (ug)zs2 4 (up) (4.24)
Uma outra classe importante de solucdes sdo as chamadas ondas de rarefag&o.

Neste caso, a solucdo do sistema é constante ao longo da curva x=~¢&t e,

consequentemente, a solugdo é uma fungdo de x/t, isto é,
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U, se x< 4t
u(xt)=qw(x/t), se SE<x< &t (4.25)

Uy, se x=¢&t

Para determinar as ondas de rarefagdo, calculam-se os k-invariantes de
Riemann, ou seja, encontra-se uma fungédo v, que seja constante sobre as curvas de
rarefacdo w (&) do k-ésimo campo, isto &,

v, (W(£)) = constante (4.26)

Derivando em relagdo a £ tem-se:

Voy W' (£)=0 (4.27)
O que implica em Vo, -r, =0 . Logo, pode-se determinar as ondas de rarefagéo o,

que satisfagam esta condicéo.

4.4. Solugéo Generalizada do Problema de Riemann

Nesta se¢do, a solugdo do problema de Riemann é descrita empregando 0s
conceitos de invariantes de Riemann, choques, rarefacoes, solucgdes fracas e condi¢io

de entropia, vistos anteriormente.

Considera-se o seguinte problema de valor inicial

op O

—+—(¢v)=0

ot ox (¢ )

g(¢v)+i(¢v2+ p)zo (4.28)
ot OX

(f.,ve), parat=0, x<O0

com (¢’V):{(¢D,VD), parat=0, x>0
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onde ¢.,4,,Ve,V, S80 valores constantes e p=p(¢) é uma fungéo convexa com
derivada estritamente positiva.

Uma caracteristica importante do problema de Riemann é ser invariante a
transformagdes de auto-similaridade, isto é, (x,t)— (Bx,t),>0.

Seja & =x/t, uma variavel de similaridade. A solucéo do problema (4.28), no
sentido generalizado, depende apenas da razdo x/t.

Assim, um problema que depende de um conjunto de varidveis (¢,v) pode ser
convertido num problema dependente de uma variavel £=x/t, desde que duas
condicbes necessarias e suficientes sejam satisfeitas. A primeira condigdo para
dependéncia em & requer valores constantes para a fungdo tanto a esquerda quanto a
direita. Esta condicdo fica automaticamente satisfeita ao se considerar uma fungdo

degrau para condicdo inicial, como, por exemplo

Figura 4.2 — Funcéo degrau.

permitindo, assim, recuperar os valores constantes a esquerda e a direita dos dados

iniciais quando a caracteristica tender a oo

—~

s
<
Il

(de.ve) para &=x/t— —oo (4.29)

—

s
<
Il

(4o Vo)  para E=x/t— +ow
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A segunda condicdo a ser satisfeita € que o problema seja homogéneo, de
forma a garantir que ele permaneca homogéneo quanto a dependéncia nas variaveis x
e t e aequacao,

au
at

com u(x,O)z{

ou

+A(u)a—x_0

ug, se x<0
(4.30)
u,, se x>0

possa ser convertida numa equacdo com dependéncia na varidvel de similaridade &.
Na equacdo acima, A(u) representa a matriz definida na segéo 3.1.

A solucdo geral do problema (4.28) pode ser escrita na seguinte forma

matricial:

(x)d[(é}(ljd{(év } X
- =" |+ = =0, ¢&==
t°)d&| gv t)dé| v’ + p t

(4.31)
{(¢1V) = (¢E’VE)' para & — —oo
com
(¢,v) = (¢D'VD)’ para & — oo
ou na forma alternativa,
X
S el
d 0

p'— v2 —%-ﬁ- 2v sLov (4.32)

{(¢’V) =(@,Ve), para & — —oo
com
(8V) = (¢ Vp), Pparaé&— oo

onde p' representa a primeira derivada de p com respeito a ¢, sempre positiva.

Com base nas equagdes acima, verifica-se que X/t corresponde exatamente

aos autovalores da matriz [ } desde que as incognitas ¢ e v sejam

p'—v? 2v
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suaves. Além disto, a suavidade de ¢ e v, para §e(§1,§2) é garantida somente

guando os autovalores puderem ser igualados a x/t ao longo deste intervalo.

Os autovalores do sistema (4.28) sdo, em ordem crescente, dados por:

h=h(pv)=v-\p" e L= (pv)=v+/p’ (4.33)

nas regides do plano x-t onde ¢ e v ndo sdo constantes, o problema (4.32) é

verificado se a seguinte equagé&o for satisfeita:

—4d¢+d(@0:0:a—(v¢¢63d¢+d(¢g:o (4.34)

em outras palavras,
—dg+d(gv)=0 quando 2 =v—./p'=x/t
(4.35)
~2,d¢+d(gv)=0 quando 4, =v+./p' =x/t

Os invariantes de Riemann R, e ‘R,, associados a 4 e A, sdo obtidos das

equac0es diferenciais acima, sendo dados por:

R, = constante = jg dg+v e R, =constante = —j% dg+v (4.36)

Assim, os invariantes de Riemann podem ser expressos por:

R,=4+0(g) e R,=2,-0(y) (4.37)

onde
(4.38)

d | P’
O(¢)=——| ¢| = dg
=g a0
Logo, os estados a esquerda (¢.,v:) e a direita (¢,,v,) Serdo conectados por

rarefacdo-1 se, entre eles, ® for uma funcéo decrescente de x/t. Por outro lado, o

estado a direita (¢,,V,) e 0 estado (¢.,V.) estardo conectados por uma rarefacéo-2 se,

entre eles, ® for uma fungéo crescente de x/t.
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O estado a esquerda (g.,Ve) sera conectado ao estado intermediario (¢.,V.)
por uma rarefacdo-1 se, e somente se, entre estes dois estados, o primeiro autovalor
for uma fungéo crescente de x/t. Por outro lado, estes dois estados serdo conectados

por choque-1 se, e somente se, as condi¢es de salto e as condigdes de entropia para

estes dois estados forem satisfeitas.

O estado a direita (¢,,V,) sera conectado ao estado intermediario (¢.,v.) por

rarefacdo-2 se, e somente se, entre estes dois estados o segundo autovalor for uma
fungdo crescente de x/t. Por outro lado, estes dois estados serdo conectados por
choque-2 se, e somente se, as condi¢bes de salto e de entropia para eles forem

satisfeitas.

Como p é uma funcéo convexa de ¢, tem-se que O(¢) é uma funcéo
crescente de ¢. Assim, A4 sera uma funcdo crescente de x/t se, e somente se,
@ > ¢., 0 que significa dizer que (¢,ve) € (¢.,V.) estardo conectados por rarefacao-
1. De forma anéloga , os estados (¢.,Vv.) e (&,,V,) Serdo conectados por rarefacdo-2
se, e somente se, ¢, > ¢..

Dois estados estardo conectados por um choque se a condi¢do de salto de

Rankine-Hugoniot, dada por:

[ov] _[#v*+7]
b o]

=s (4.39)

Onde, como anteriormente visto, [[ ]] denota o salto e s a velocidade do chogue

(descontinuidade) forem satisfeitas, bem como as condicfes de entropia.

Os estados (#,Ve) € (4.,v.) serdo conectados por choque-1 se satisfizerem as
condi¢es de salto e,

S < /fl(géE Vg) e il(gzﬁ*,v*) <§ < /’Atz (4., V) (4.40)
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Os estados (¢.,V.) e (4,,V,) serdo conectados por choque-2 se satisfizerem as
condigdes de salto e,

$; > A4(# Vo) € A(h V) >s, > 4(4, W) (4.41)
A convexidade de p garante as condicOes de entropia. Os resultados anteriores
podem ser resumidos na seguinte tabela, onde as quatro solugcdes possiveis séo

consideradas.

Tabela 4.1 — Solugdes Possiveis do Problema de Riemann.

Condigdes em ¢ Conexdes entre o0s estados Condices em v
h>h<d rarefagéo-1/rarefacao-2 Ve <V. <V
h <h>d, chogue-1/choque-2 Ve >V, >V,
& >h> ¢, rarefagdo-1/choque-2 Ve <Vi >V,
¢E < (i < ¢D choque-1/rarefacdo-2 Ve >V, <Vp

Se os estados (@:,ve) e (4., V.) sdo conectados por rarefacdo-1 enquanto que
os estados (¢.,V.) e (4,,Vp) forem conectados por rarefacédo-2, entdo ¢. e V. Sao

determinados de forma Unica por:

s o % [
C=vr [P g - L 4..42
v V+I¢ g e V. £¢ ¢ (4..42)

As equag0es acima séo equivalentes a:

- [
* * (4.43)
ofuee 5

3
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b [ I b [qr |
J£d¢>l Ve —vD+.[£d¢
¥ 92 .
- N (4.44)
d [ by [
ECHUEN N
92 w f
Desta forma, a ocorréncia de rarefacdo-1/rarefacdo-2 é garantida pela seguinte
desigualdade:
pl
~—dg|<v, -V (4.45)

Se os estados (¢4:,v:) e (4.,Vv.) sdo conectados por choque-1 enquanto que

(¢.,v.) e (éy,V,) séo conectados por choque-2, entéo as condicdes de salto passam a

ser dadas por:

¢Z(V* _¢EVE — @Vf _¢EV|25 + P~ Pe —

¢~ 4. AV, — GV 1 (0.46)
¢DVD AR — ¢DV2D _¢*Vf +Pp — P =5

¢D - @ ¢DVD - ¢kV* i

onde s, é a velocidade de propagacdo do choque-1 e s, a velocidade de propagagédo
do choque-2. Na condicdo de salto (4.43), tem-se que p,=p(4, ). A partir das

equacdes acima e das condigOes de entropia, tem-se:

==(- ¢E)\/[ ﬂ_gfj@;

L 1
v =g — (g — mJ(g; ;jM

Assim, ¢, é aUnica raiz de

(4.47)
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B Po—Pp| 1 Pe L 4.48
Vo ~(# - ¢)\/[¢D qzjm ~(4- ¢E)J{¢* ¢Ej¢¢E (449

ou, em forma equivalente,
Feedle- e
¢D - ¢* ¢D ¢l~ - ¢E ¢E
Ve —Vp +\/(—p* ~ Pe j¢—E +\/(—pD — p*J¢—D
¢~ - ¢E ¢* ¢D - ¢* ¢~
ou ainda,

ey R s Mo,

Como ¢ <¢. >¢, e pé convexa, conclui-se que a solucdo serd dada por

(4.49)

choque-1/choque-2 se e somente se,

R =

Se os estados (¢,Vvg) e (4.,Vv.) sdo conectados por rarefacédo-1 enquanto os

b
e

[

4 <Vg —Vp (4.51)

estados (¢.,Vv.) e (¢4,,Vy) séo conectados por choque-2, entdo ¢@. > 4. > ¢, e 0 estado

intermediario (¢.,V.) serd obtido por:

e
vE:v*+I£ d¢
L9

.| 1
V- =Vo = (o - m\/[ZD £j¢ o

Logo, ¢. é a Unica raiz de

B b
Ve —Vp =—(¢D—¢)\/( ZD—ZJ;& j*/; (4.53)
D D e

(4.52)
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Uma condicgdo suficiente para a solugdo rarefacdo-1/choque-2 € dada pela

seguinte express&o:

pe) 1 v AP
. mﬁ% @%%>%V“i¢ g (450

com g > > g,
Se os estados (¢,ve) e (4.,V.) sdo estdo conectados por choque-1 enquanto
os estados (¢.,V.) € (¢,,V,) estdo conectados por rarefacdo-2, entdo ¢. <@ <¢, € 0

estado intermediario (¢.,v.) serd obtido a partir de:

==(- %Nﬁﬁ 2]4;
o

Assim, ¢, é a (nica raiz de

ve= [P dg— (4 - ¢E)\/[ - jl (456)
17 b~ b ) hde

Uma condicdo suficiente para a solugdo choque-1/rarefacdo-2 é dada pela

(4.55)
dg

B

seguinte express&o:

1 % Jp
b, \/( pEj Sve vy >~ [ Y gy (4.57)
S ey s £¢

A Tabela 4.2 resume todas as solugdes que podem ser determinadas a priori

para o problema de Riemann discutido neste capitulo.
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Tabela 4.2 — Escolhas a priori de Possiveis Solugdes

do Problema de Riemann.

Condicoes

Solugbes

> Ve —Vp

#o \
L gy
3

rarefacdo-1/rarefacdo-2

\/( Pp — DE) i—ij <Vg —Vp choque-1/choque-2
_ 1 % [
(¢E_¢D)\/[pD Pe > Vg —Vp > _d¢
bo =0 ) 9ot «3[ ¢ rarefacéo-1/choque-2
_ pD — pE 1 _ _%E d
(% ¢E)\/( Pl v b e

choque-1/rarefagdo-2

R

Ve —Vp = j_ ¢
g ¢ rarefagéo-1
3 )

Ve —Vp = ITp d¢
¢ rarefacdo-2

choque-1

_ Pp — Pe 1 — _
(¢E ¢D)\/( ¢D _¢E j¢D¢E ve o

choque-2

Uma vez conhecidos os estados intermediarios (¢.,V.), a solucao (¢,v) é dada




i) rarefagédo-1/rarefacio-2:

(B, Vo) se —oo< X/t <A (he,Ve)
(f,0) se A(de Ve) S X/t < A (V.
V) =1 (4. V) se A (h, V) < X/t < 4, (4, V)
(f,,9,) s A(¢, V) <X/t <1, (dy,Vp)
(0 Vo) S8 A (4p,Vp) <X/t <o

ii) choque-1/choque-2:

(4, Ve) se —o<Xx/t<s,

(@, V) =1(4,V.) se s <x/t<s,

(fp:Vp) SE S, <X/t<oo
iii) rarefagdo-1/choque-2:

(B, Vo) se —oo< X/t < (¢, Vo)
(f,0) se A4(de.ve) SXt<A(a.v.)
(¢.,v.) se A;(qik,v*)<x/t<s2

(#p,Vp) SE S, <X/t<oo

(¢v) =

iv) choque-1/rarefacdo-2:

(fe,Vg) S8 —o<X/t<s

(4., V) se s <x/t< /il(¢*,v*)

(£,,0,) s A, (V) < X/t < A, (g, Vo)
(fo: Vo) S8 A (d,Vp) < X/t <o

(4.v) =
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(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

onde f,g,,f,,g, dependem da razdo x/t e sdo obtidas a partir dos invariantes de

Riemann. As fungdes g, e g, sdo dadas por:

f1 ></t

=G, (x/t)= § / d¢, p=p(<¢
fz(x/t

=G, (x/t)= 1/ dé, p=p(<¢

As fungdes f, e f, sdo obtidas a partir das seguintes expressoes:

(4.62)
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X_y _d| Lo _ 4
t_VE dfl[flig de dé‘]’ p p(f)
X_y 4] (L [d _4
t_VD de[fzif dé df], p p(f)

(4.63)

4.5. O Problema de Riemann Associado

O problema de Riemann associado ao problema a ser estudado neste trabalho —
essencialmente associado a uma classe de problemas que descrevem o transporte de m
poluentes em um gas ideal, € composto por um sistema de m+2 equacdes diferenciais

parciais, descritas no capitulo 2.

O problema homogéneo associado a equacao (2.45), sujeito a uma condigédo
inicial dada por uma fungéo continua por partes — uma funcdo degrau — é denominado

problema de Riemann [38], [39].

As condicBes iniciais sdo dadas pelos estados constantes a esquerda

((P)e. (V). (pw):) e a direita ((p)o.(pV)p.(P®),), respectivamente. Este
sistema hiperbolico é ndo linear, uma vez que a derivada da pressdo em relagdo a

massa especifica — representada por p', foi suposta positiva e 0s auto-valores ndo sao

constantes.

Desta forma, o problema de Riemann associado a (4.28), é um caso especial de

problema de valor inicial, descrito na seguinte forma matricial:
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Epv +| v+ p' 2v 0 aipv =|0] , —o<x<+x, t>0 (4.64)
X
po | | Vo, o v pa ] |0

Matriz Jacobiana = A(u)

onde
U P f, PV
u=lu, |=| pv| , f(u)=|f,|=| pv®+p (4.65)
U | | po, fs PN
com

(2,pV, p0) =((P)e, (PV)e, (P@)e ) , € X <0
(2. pV, p0) = ()5, (V)5 (P@)p) » S€ X>0

I=Lm (4.66)

E importante observar que as variaveis p, v e o, sdo fungdes tanto de x como
de t, sujeitas a dados iniciais representados por uma funcéo degrau — especificados na
equagéo (4.66), onde ((p)e.(pV)e. (p@,):) representa o valor da funcdo a esquerda
de x=0 enquanto ((p)D,(pV)D,(pa)i)D) é o valor da fungdo a direita de x=0,

sendo (p)c, (pV)e, (P®)e, (P)p, (PV), € (pm,), constantes previamente conhecidas.

Pelo fato do problema de Riemann ser invariante a transformacgdes de
similaridade, temos que (p, pV, pe, ) depende apenas de x/t. Isto permite representar
0 problema de Riemann descrito por (4.64)-(4.66) em funcdo de uma variavel de

similaridade & =x/t.

Assim, substituindo &=x/t, o problema de Riemann associado pode ser

reescrito como:
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—§d— pv |+ —Vi+p' 2v 0 e 0| , —o< &<+ (4.67)
: po | | Vo, . v % pa | |0

com

{(p,pv,pa),)=((p)E7(pV)E,(pw.)E) para & — —o i=1m (4.68)

(2 oV, p@) = ()5, (V)5 (p®,)) Para & — +oo
A solucdo generalizada do sistema (4.67)-(4.68) € o primeiro passo para a
simulacdo do sistema original apresentado na equacéo (2.45), que permite descrever o
transporte advectivo de um poluente na atmosfera. Esta simulacdo sera implementada
empregando-se 0 esquema de diferencas de proposto Chorin [7], a partir do trabalho
de Glimm [6], combinado a um esquema de fatoracdo do operador [40], que permite

levar em conta sua parte ndo homogénea.
4.5.1. Solugéo do Problema de Riemann Associado

O primeiro procedimento para se chegar a solu¢do do problema de Riemann

associado é calcular os invariantes de Riemann, que sdo obtidos a partir da equagdo

abaixo:
-A 1
det |[—v*+p' V-1 0 =0 i=1m (4.69)
—Vo. 1) vV—A7_

(4.70)
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Assim, (4.59) representa um sistema genuinamente hiperbolico e o sistema
formado pelas equacgdes (4.67)-(4.68) é denominado problema de Riemann. Além

disso, se o sinal da segunda derivada p" ndo se alterar, entdo o problema é

genuinamente n&o-linear.

A solucdo generalizada do problema de Riemann, que depende apenas da

razdo ¢&=x/t, e encontrada fazendo-se a conexdo de um estado a esquerda

((P)e (V). () ) a um estado & direita ((p),, (V) (@), ) através de estados
intermediérios ((2)«1: (V)1 (0®)a1) & ((P)r: (PV)e (P®,).,) . Representa-se esta
ligagdo por ((p)e. (PV)e: (P®)e ) = ((P)s (PV)1s (P@)1) = ((P), (PV) (P@)-,)
= ((P)o: (PV)p: (P@2); ) -

Aqui, *1 e *2 indicam os estados intermediarios constantes a serem

determinados.

As conexdes entre os estados E —»*1, *1—*2 e *2 — D, como mostrado no
inicio deste capitulo, tanto podem ocorrer por rarefagdes como por choques. Dois
estados sdo conectados por uma rarefagdo-j — uma solucdo continua do problema de

Riemann - quando o autovalor correspondente A, for uma fungdo crescente de

&=x/t entre esses estados. Neste caso, a solucdo entre os estados depende

continuamente de &.

Por outro lado, se o autovalor 4; for uma funcéo ndo crescente de & =x/t, os
estados sdo conectados por uma solugdo descontinua, que € um choque-j.
E importante lembrar que (4.67) é valida apenas nas regides onde (p, pV, po;)

e constante ou seja, 4, =¢&=x/t. Para que (p,pv,pa)i) possa ser uma fungéo
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continua ndo crescente em uma regido do plano x-t, o autovalor correspondente deve,

necessariamente, crescer com x/t, umavez que A =x/t.

Solugdes continuas ndo constantes das equagdes (4.67)-(4.68) sdo chamadas

rarefagdes. Uma rarefacdo-j — associada ao autovalor 4; — ocorre quando a seguinte

condicéo é satisfeita:

-4 1 0 P 0
—Vi+p' -4tV 0 a4 ov =0 i=1m (4.71)
dé
-Vo, o, —A;+V PO, 0
ou seja,
A dp+d(pv)=0 e _
A primeira equagéo de (4.72) permite concluir que,
—aj\/?derpdv:O
= R, =v—‘|.aj (ﬂ}jp: constante (4.73)
P

onde R, representa o j-esimo invariante de Riemann .
Combinando a segunda equacéo de (4.72) com (4.73), pode-se concluir que
d(w)=0 = @ =constante  i=1m

isto é, no interior das regides de rarefacéo, a variavel o, é constante. A equacdo (4.73)

permite calcular a variagdo de p ev.
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Considerando os estados locais ((0)c,(oV)e,(p®)c) € ((0)p. (PV)p. (P@)p )

— representando os estados a esquerda e a direita, respectivamente — conectados por

uma rarefacdo-j tem-se:

(@) =(@),
v, -V =["a [ﬂ]d o (4.74)

PE ) p

ou, escrevendo a Ultima equacdo de (4.74) em fungdo do autovalor 4,

/1jD—/1jE=aj\/E—aj\/E+J.:Daj(g}dpzaj‘[;@ (4.75)

P

Conclui-se, entdo, que os estados a direita e a esquerda sdo conectados por

uma rarefacdo-j sempre que a integral indefinida J'aj
Y2,

for uma funcéo

estritamente crescente de p.

Uma condicao suficiente para isto € que o termo pp"+2p"' nunca mude o seu
sinal, sendo estritamente positivo ou negativo. Esta condicdo é satisfeita, por

exemplo, se p=yp", para n>0 —englobando, assim, todos os processos politrépicos
e isotérmicos para gases ideais. Ao longo deste trabalho sera suposto que p=jyp"

com y >0 e n=1, descrevendo, desta forma, processos isotérmicos.

Considerando um estado fixado & esquerda ((p)c,(oV)c,(p®,):) conectado a
um estado local a direita ((p)D,(pV)D,(pa)i)D) por uma rarefagéo-1, entdo p, < o,
uma vez que o autovalor correspondente € obtido considerando-se a, =-1. Se um

estado fixado a direita ((p)D,(pV)D,(pa)i)D) for conectado por uma rarefagdo-m+2 a
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um estado local a esquerda ((p)E,(pV)E,(pa)i)E), com a,., =+1, na equacdo (4.75),

entdo, pr < pp-

Um caso particular é verificado no problema (4.67)-(4.68), quando a conexao
entre os estados intermediarios *1 e *2 é um choque de contato [37]. A conexdo que
seria chamada de rarefacdo-2, 3,...., m+1 — para uma solu¢do continua — ndo pode ser

verificada neste caso, uma vez que a =0 e dv tem que se anular para uma

2,3,...m+1

rarefacdo deste tipo.

A equagdo (4.70) indica que os auto-valores 4, , ndo podem crescer com

...... m+1
x/t, pois sdo coincidentes com a velocidade do choque. Este choque de contato é

caracterizado pela auséncia de salto para as varidveis p e pv — de tal forma que

(P) =(P)s, € (pV)y =(pV).,. O salto é verificado apenas para pw, i=1,m, com

valor da velocidade coincide com o autovalor correspondente.

Um choque de contato pode ser visto como o caso limite de uma rarefacéo na
qual o leque de rarefacdo é reduzido a uma unica linha. Essencialmente, seria uma
descontinuidade com o autovalor associado correspondendo exatamente a velocidade
do choque. Ao contrario dos choques comuns, o choque de contato € reversivel, sem

qualquer geragéo de entropia associada [37].

A presenca deste tipo de choque origina uma solugéo que pode ser composta

por m rarefacdes (considerando as variaveis p e pv) sempre que pp > o, < pPg,

sendo p. a Unica raiz do sistema
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PE p

: (4.76)
Vp — Vi =J:D+[£Jdp

0

v*—szj”‘—{EJdp

Se for verificada a seguinte desigualdade abaixo

Vo —Ve > [;D—(E]dp 4.77)

yo)

entdo, a solugdo serd do tipo rarefagdo-1/rarefacdo-m+2. Como (4.77) pode nunca ser
satisfeita, é requerido um “alargamento” do espago das solugdes admissiveis de forma
a permitir a existéncia de solucdes descontinuas — chamadas solucbes generalizadas
para o0 problema de Riemann associado, que irdo conectar, assim, 0s estados que nao

podem ser conectados por rarefagdes.

Como foi dito no inicio deste capitulo, dois estados conectados por uma
solucdo descontinua devem satisfazer a condicdo de salto de Rankine-Hugoniot, dada,

neste caso, por:

L] _[pp]_[pva]

Vlel el [eel

i=1m (4.78)

onde s; representa a velocidade de propagacédo da descontinuidade e [f]. osalto da

grandeza f . Verificou-se que um choque é um tipo especial de salto que satifaz, além

da condicdo de salto de Rankine-Hugoniot, as condic¢des de entropia [37], dadas por
Ape <8 <A ; $, <A, (4.79)
para o choque-1,

ﬂlE <§= ﬂz*</1m+2[, (4.80)
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para o choque (descontinuidade) de contato 2 e

2‘m+2D < Sm+2 < //i‘m+2* ; A?* < Sm+2 (481)

para o choque-m+2.
Considerando o problema de Riemann representado pelas equacdes (4.67)-
(4.68), dois estados dados sdo conectados por um choque-j, com velocidade s,

sempre que a condigcdo de salto representada pela equacao (4.78) for satisfeita e o

autovalor associado for uma funcdo néo crescente de & =x/t . Esta Gltima condicéo é

equivalente a condicdo de entropia para a classe de problemas tratada nas equacfes

(4.67)-(4.68). Logo, sempre que p. > p. 0s estados 1 e * serdo conectados por um

choque-1 (ao inves de uma rarefagdo-1), enquanto que * e 2 serdo conectados por um

choque-m+2 (ao inves de uma rarefacdo-m+2) sempre que p, < p..

Combinando as 2 primeiras equagdes de (4.78), verifica-se que
[T =[pl] v +p].

Assim, considerando dois estados locais D e E, tem-se que:

(pEVE ~PoVo )2 = (pE _pD)(pEvé ~ PoVp + Pe — pD)
pEpDVIZD + pEpDVé _9 PeVePoVo _ (,DE _IDD)( Pe — pD)

PePo PePo PePb PePo
2 1 1 (4.82)
(Vo —Ve) :( - j(pE_pD)
Po Pk

(Y% -vE)=i\/(p—1D—piE]( Pe — Po)

Neste ponto, é necessario fazer a escolha do sinal a ser utilizado. Esta escolha

é baseada na condicdo de entropia, que seria violada caso o sinal positivo fosse
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considerado, resultando num choque de rarefacdo. Consequientemente, apenas o sinal

negativo apresenta sentido fisico.

Resumindo, quando um estado a esquerda é conectado a um estado
intermediario * por um choque-1, as condi¢Bes de salto representadas na equacéo

(4.78) permitem concluir que:

Vv, :—\/K ; —piEj( pe - p*)} (4.83)

e quando um estado intermediario * é conectado a um estado a direita por meio de um

choque-m+2, as condigdes representadas em (4.78) conclui-se que:

VD_V*:—JHPLD— ;J(p*— p.;)} (4.84)

Sempre que p, < p. > pe, a solucéo e dada por choque-1/choques-2,3,m+1

(de contato)/ choque-m+2, sendo a massa especifica no estado intermediario * dada
pela Unica raiz do sistema obtido pela combinacdo das equacOes (4.83) e (4.84) e,

como p € uma funcgdo crescente de p, a seguinte relacdo deve ser satisfeita

Vp — Ve < —\/Kp%—p%j( Pe — pa)} (4.85)

Logo, a solugdo rarefagdo-1/choques-2,3,m+1 (de contato)/ rarefagcdo-m+2,

que corresponde a p, > p. < pe, € verificada quando a equagdo (4.77) é satisfeita,
enquanto que a solucdo choque-1/choques-2,3,m+1 (de contato)/choque-m+2,
correspondente a p, < p. > p., Ocorre se a equagao (4.85) for satisfeita. No entanto,

se as desigualdades anteriores ndo forem verificadas, a solugdo pode ser dos seguintes

tipos:
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® rarefagdo-1/choques-2,3,m+1 (de contato)/choque-m+2, que corresponde a

Po < P~ < P&, 0 que ocorre quando

_ (g}d v »\/Kp%—p—ij(m— pD)} (4.86)

® choque-1/ choques-2,3,m+1 (de contato) /rarefagdo-m+2, correspondente a

Op > P- > Pe , que ocorre se

f,f{g}d/’”o‘va >—\/Kp%—p%j(pa—po)} (4.87)

4.5.2. Analise do Salto na Conexdo *1 - *2

Considerando esta conexdo caracterizada pelos autovalores 4,, .=V, a

velocidade de choque associada, s, utilizando a primeira equacdo em (4.78) que

determina que v seja constante quando ,,i=1,m apresentar um salto, pode ser dada

por:

_[pv] _[plv

s2,3,...m+1 - [[p]] [[p]]

= A5 ma = Sz3..ma =V = Choques de Contato (4.88)

Como a velocidade de propagagdo do salto € o proprio v, tem-se V., =V.,, €
nédo existe salto de velocidade entre esses dois estados. A partir da segunda equacédo

em (4.78) para calcular o salto, tem-se que [[p]] =0. Logo, ndo ha salto para a pressao

entre esses estados, permitindo concluir que p., =p.,, Uma vez que p= f)(p).
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Consequentemente, ndo ha salto nem da velocidade nem da massa especifica entre os
estados dados. Assim, somente a fragdo em massa do i—ésimo poluente presente na

mistura, @, pode apresentar um salto, que, de acordo com a terceira equagdo de

(4.78), é dado por:

el _pla]_, _la] _, (4.89)

Sp3.mil = IIpa)i]] - P[[“’i]] B :>|Iw|]]

Isto permite concluir que, além das restri¢des advindas das condices iniciais,

nao ha restrigdes a serem satisfeitas pelo salto de @.,i =1,m entre os estados *1—*2.

Além disso, observando a equacédo (4.70), verifica-se que a variavel o, nédo
tem influéncia nos autovalores. A conexdo *1—*2 ¢é caracterizada por w., =, €
., = @y . 1Sto permite chegar a uma conclusdo importante: os poluentes se propagam
com uma velocidade v, sendo, portanto, arrastados pela atmosfera.

As condic¢Oes acima permitem que as conexdes no problema de Riemann

referenciado nas equagdes (4.67)-(4.68) sejam resumidas como:

E : *1 : * 2 :> D
R, ouC; Choques de Contato Rps2 0UCpio
o,=0, (i=2.,m+l) o, =0, (4.90)
P = Py = Pu
V*l = V*Z = V*

Aqui, R; e Ry representam a possibilidade das conexdes entre os estados 1 e
m+2 serem rarefacGes, enquanto C; e Cn+ referem-se a possibilidades dessas
conexdes ocorrerem através de choques. Uma simplificacdo importante é possivel

devido ao resultado obtido acima, permitindo reduzir o problema a duas variaveis (v e

) com apenas duas conexdes a serem determinadas, istoé, E — * — D.
RiouC; Ry, 0uCpyo
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Desta forma, os estados referidos podem ser conectados tanto por uma
rarefacdo-j como por um choque-j. Para determinar tais conexdes, 0 primeiro
procedimento é supor conexdes do tipo rarefacdo-j, que representam solucdes

continuas e verificar se os autovalores 4; correspondentes sdo fungGes crescentes de
& entre esses estados, caracterizando, neste caso, a conexao tipo rarefacdo. Isto pode

ser obtido substituindo os autovalores 4, e A,., na equagdo para os invariantes de

m+2

Riemann, resultando em
dp
v;ji,/p_ (4.91)
2

A equacdo (4.73) permite concluir que o j-ésimo invariante de Riemann

depende da relacéo constitutiva para a pressdo como uma funcdo da massa especifica.
Um processo politropico é caracterizado pela equagdo P=70", com o j-ésimo

invariante de Riemann representado por uma funcdo de n.

Um processo isotérmico para um gas ideal corresponde a n=1. Para

—\2
(T) =RT ,sz'ifd?pziélnp+cte. Logo, tem-se v+ClIn p=C,, para o primeiro

invariante de Riemann e v-Clnp=C, para o invariante de Riemann m+2,
respectivamente.

A regido no plano x-t onde o primeiro invariante de Riemann é constante é
denotada como regido de rarefagdo-1 relacionada ao autovalor /A . Integrando a
equacdo (4.73) tem-se:

_ _ X
clan+vE—c—?

p =Eexp = (4.92)
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Substituindo p, previamente determinado, em v+Clnp=C,, v pode ser

determinado da seguinte maneira:

V=2V, —6—% (4.93)

O invariante de Riemann m+2 é constante numa regido de rarefagdo-m+2,

relacionada ao autovalor A4_.,. Considerando que a equagdo (4.73) conduz a

v-CInp=C,, p evpodem ser dados por:

EInpD—VD—E+% )
=ex e VvV=2v,+C——
P p c D " (4.94)

Neste ponto é importante observar que a igualdade A =x/t é valida somente
na presenca de um leque de rarefacdo e que o problema de autovalor somente faz
sentido nas regibes de rarefacfes. Além disso, a formulacdo diferencial, dada pela

equacéo (4.64), somente faz sentido se p, pv e pw, forem funcOes diferenciaveis em

todo o dominio considerado, caso contrario, as equagdes de balanco devem ser
consideradas na sua forma integral, conhecida como formulacdo fraca a ser
empregada quando dois estados dados néo puderem ser conectados por uma solucéo

continua.

A formulagdo fraca, porém, conduz a uma solugdo fraca; sendo as fun¢des
candidatas a essas solucGes aquelas com condicdes de salto que satisfagcam a condicéo
de Rankine-Hugoniot estabelecida na equacdo (4.78) e determinada considerando a

formulacéo fraca associada.

E importante lembrar, no entanto, como discutido no Capitulo 3, que solucdes

fracas ndo garantem a unicidade da solugdo. Portanto, uma condigdo adicional deve
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ser verificada a fim de que a unicidade seja mantida. Tal condi¢cdo, denominada
condicdo de entropia, é originada dos problemas de dindmica dos gases e indica que a

entropia da solugéo exata deve crescer quando a solugdo cruza um choque.

Em resumo, pode-se concluir que quando dois estados sdo conectados por um

choque com velocidade s;, as condicdes de salto (4.78) associadas ao problema de

Riemann estabelecido nas equactes (4.67)-(4.68) devem ser satisfeitas.

4.6. Solugdes Generalizadas para o Problema Riemann Associado

O problema de Riemann considerado nesta tese pode ser visto como uma
generalizacdo daquele tratado em Martins-Costa e Saldanha da Gama [41], que
descreve um escoamento insaturado em um meio poroso. O primeiro passo para

determinar a solucdo generalizada associada ao problema de Riemann é comparar p.,
Pe € pp. Considerando que o choque-2,3,...m+1 estd sempre presente, existem
quatro diferentes solucdes possiveis para o problema, sendo que em todos esses casos,
aconcentracdo @ i=1,m e tal que:

@ =, =constante, i=1m para —co<Xx/t<s,=V.
I 1E - 2 (495)
o, = o, =constante, i=1,m para s,=V. <X/t <+

e  Solugdo choque-1/ choques-2,3,...m+1 (contato)/choque-m+2 (o, < p. > p¢ )

Neste caso o campo massa especifica é dado por:

P = pg =constante, para —co<x/t<s
p = p.=constante, para s <Xx/t<s_., (4.96)
p = pp =constante, para S, , <X/t <+
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e 0 campo de velocidade v é tal que:

V=V, =constante, para-co<x/t<s,
V=V, =constante, para s, <x/t<s_., (4.97)
V=V, =constante, paras,,, <X/t <+

e  Solugdo rarefagdo-1/choques-2,3,..m+1 (contato)/rarefacdo-m+2 ( o, > p. < p¢)

Neste caso 0 campo de massa especifica € dado por:

p = pe = constante para —oo < X/t<4_

%+\/F+J':£dp—vE=0 para 4_<x/t<Z,
e p

P = p. =constante para A4, <Xx/t<A4,,, (4.98)
%—\/F—jp ﬂd,o—szo para A, <x/t<A,.,
Pp p P

p = pp = constante para A, <X/t<-+o

e 0 campo de velocidade v é tal que:

V=V, = constante para —oo <X/t< A,

v=%+\/ﬁ para 4_<x/t<AZ,

V =V, = constante para A, <Xx/t<A,,, (4.99)
v:%—\/ﬁ para A, <x/t<i,,

V =V, = constante para A,,, <X/t<-+o

e  Solugdo rarefagdo-1/choques-2,3,...m+1 (contato)/choque-m+2 ( o, < p. < Pg)

Neste caso o campo de massa especifica € dado por:

p = pg = constante para —oo < X/t<4_

X
RGN Sdpmve=0  paad, <x/t<i (4.100)

p = p. =constante para A4, <x/t<s,,,

p = py, = constante paras, , < X/t<+ow

m+2
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e o0 campo de velocidade v é tal que:

V=V, = constante para —oo < X/t<4_
X
V=—+,p' ara 4 <x/t<
L para &, A (4.101)
V =V, = constante para 4, <Xx/t<s_.,
V=V, = constante paras,,, <X/t <+oo

e  Solugdo choque-1/choques-2,3,...m+1 (contato) /rarefacdo-m+2, ( p, > p. > p;)

Neste caso o campo de massa especifica é dado por:

p = pe = constante para —o < X/t<s,
p = p. = constante paras, <x/t<A,,,
« . (4.102)
——\/F—Jp £dp—vD:O para A, ., <x/t<A, .,
t Po p i o
P = pp = constante para 4., <X/t<+oo
e 0 campo de velocidade v € tal que:
V =V = constante para —o < X/t<s,
V =V, = constante paras, <x/t<A,,,
X 4.103
vz?_\/ﬁ para A,,, <X/t<2, ., (4.103)
V =V, = constante para A4, <X/t<+o

Em todas as solugdes possiveis consideradas anteriormente, as variaveis A sdo

tais que:

A =ve (). com (p')E=j—f)

P=PE
- . d
4 =v.—(p).  com (p)*=£
d”:"* (4.104)
I =Vt () com (p). =2
P p=p«
: . d
/1m+2D:VD+\/(p)D com (p)D:£
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enquanto as variaveis s obedecem a:

— PeVe = PV Spa mi = Ve S, = PN = PpVp. (4.105)
Pe = P+ P~ Po

S,

Uma integracdo exata pode ser obtida, por exemplo, para um gas ideal
obedecendo a seguinte lei constitutiva, p=c’®p, que caracteriza um processo
isotérmico para o gas ideal.

\/F+_|'p£dp=c+clnp—clan

PE p

\/*. (4.106)
\/F+'[:D7pdp=c+clnp—clnpD



Capitulo 5

Aproximante de Riemann

Neste capitulo sera apresentado um esquema adequado para a obtengdo de
uma aproximacdo numérica para um sistema hiperbdlico ndo linear de equagdes
diferenciais parciais. A metodologia consiste em combinar o esquema de Glimm com
uma técnica de particdo do operador, discutidos mais detalhadamente no Capitulo 6.

O procedimento de combinacdo da técnica de particdo do operador com o
método de Glimm vem sendo utilizado com sucesso na simula¢do numérica de outros
problemas hiperbdlicos ndo lineares. Alguns exemplos séo a propagacao de ondas de
choque cilindricas em fluidos [42], problemas de propagacdo de ondas em tubulacGes
contendo gases [43], o enchimento de uma matriz porosa por um fluido [44], a
propagacao de ondas em tubulagGes elasto-viscoplasticas sujeitas a dano [40], a
resposta de barras elasticas nao lineares [39], o escoamento ndo isotérmico de um

fluido Newtoniano através de matrizes porosas insaturadas [45] e 0 escoamento
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insaturado de um fluido Newtoniano através de meios porosos — cobrindo a maioria
dos casos unidimensionais de interesse [41] e [46].

Considera-se o sistema de equacdes como apresentado em (2.39), que descreve
o transporte de m poluentes na atmosfera, que é considerada um gas ideal isotérmico e
o0s poluentes sdo transportados radialmente. Por simplicidade, é feita uma redefinicao
conveniente das variaveis da seguinte forma: F=p, G=pV e H, = pw, , i=1,m.

Assim, o problema inicial pode ser reescrito como:

oF G _ 2.

ot or r

oG a(ez j 2G?

R _+p _—

ot or\ F r F (5.1)
oH. 0 (GH. 2 GH. H .

—t+—| —t|=———L -, — ,i=12,...,m

ot or\ F r F F

Cabe lembrar que para resolver o problema (5.1) s&o necessarios dados iniciais

para a densidade de massa do gas, velocidade e concentragdo dos poluentes.

5.1. Descrigdo Fisica

Considerando o problema de Riemann asssociado ao sistema hiperbdlico (5.1),
chega-se a sua solucdo generalizada conectando-se os estados a esquerda (E) e a

direita (D) através de dois estados intermediarios constantes (*1 e *2) da seguinte

maneira:(FE,GE, H, ) —(F.y,Gy Hyy) > (F,. Gy Hy ) —>(FD,GD, H, ) As cone-

x0es entre os estados E —*1, *1—»>*2 e *2— D podem ocorrer por rarefaces ou

por choques, conforme discutido no Capitulo 4.
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Uma situagdo particular de conexdo é verificada no problema de Riemann
associado ao problema (5.1) — a conexdo entre os estados intermediarios (*1 e *2) é
sempre um choque de contato, através do qual ndo ha salto para as variaveis F e G, de

tal forma que F,=F, e G,=G,. O salto é verificado somente para

H,, i=2,..,m+1, com uma velocidade de propagacéo dada por G/F .

5.2. Aproximacdo Numerica

O sistema (5.1) € aproximado através da utilizacdo do esquema de Glimm
combinado com uma técnica de particio do operador. O método de Glimm,
especificamente desenvolvido para tratar problemas hiperbélico néo lineares, consiste
em combinar de forma apropriada a solugdo de um certo nimero de problemas de

Riemann previamente escolhidos, para avancar do tempo t=t  para o tempo
t., =t +At. O método de Glimm é baseado em uma teoria cuja formulacéo

matematica possui uma forte base termodinamica, que pode ser expressa pela
condicéo de entropia [37].

O referido esquema aproxima a parte homogénea do operador hiperbdélico
associado ao problema (5.1) para avancar do tempo n para o0 tempo n+1;
combinando, como j& foi mencionado, de forma apropriada, a solucdo (ou
aproximagdo) de tantos problemas de Riemann quantos forem necessérios para
avancar de um tempo t =t  para um tempo t, , =t +At. Neste sentido, o esquema de
Glimm requer o conhecimento prévio da solugdo (ou de uma aproximagdo) do

problema de Riemann associado. Desta forma, o primeiro passo consiste em

aproximar a condicdo inicial dada por uma funcdo da posicdo r por funcbes
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constantes por partes — fungbes degrau — uniformemente distribuidas, por
conveniéncia. Na sequéncia, um problema de Riemann, um problema de valor inicial,
cuja condicéo inicial €, necessariamente, uma funcdo degrau, é resolvido de forma
exata ou através do emprego de um aproximante, para cada dois passos consecutivos.

O procedimento numérico usado para avangar do tempo t=t, para t=t

pode ser definido combinando o problema homogéneo associado ao problema (5.1)

com as seguintes condigdes iniciais:

A

F=F(r); G=G,(r); H=H,(r),i=12.,m emt=t, (5.2)

5.2.1. Técnica de Parti¢do do Operador

O primeiro passo para aproximar os campos F,G e H, no tempo t=t

consiste em empregar uma técnica de particdo do operador, que decompde o operador
apresentado no problema (5.1) em uma parte puramente hiperbolica, representada
pelo problema homogéneo associado ao problema original, evoluindo tanto no espago
como no tempo e em uma outra parte representada por um problema evolutivo no
tempo apenas, que consiste em um sistema de equacdes diferenciais ordinarias. Estes
dois problemas, de fato simultaneos, s&o tratados de forma sequencial, ou seja utiliza-
se uma aproximacdo inicial, obtida avangando-se At no tempo atravées das equacdes

representando o problema homogéneo, usando o método de Glimm. Um vez avaliada
esta aproximagéo, a aproximagdo numérica para a solucdo de F,G e H, , i=1,m em
t=t

é finalmente alcancada, avancando-se no tempo com O mMesmo passo

n+1
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At=t ,—t , para resolver o problema evolutivo no tempo, através do seguinte

n+l

sistema de equacoes:

F__2g .

aaCts ;(;z F=halt)

P _ 22 G=G,,(r) ;emt=t,

ot r F n (5.3)
oH  2GH, H Hi=H, ()
_':__—'—ai—' ,1=12,...,m

ot r F F

O sistema de equagdes diferenciais ordinérias (5.3) é simulado através da seguinte

aproximagcdo (Euler):

5.2.2. O Esquema de Glimm

Os campos F,,(r), G,,(r) e H, (r), i=1m usados como dados iniciais

em (5.3) sdo obtidos avangcando-se At no tempo, via método de Glimm, através do

seguinte problema homogéneo:
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oF oG

_+—:0 ~

ot or F:Fn(r)

oG o (G? A

at+8r(|:+|0( )j 2()) " (55)
H,=H, (r

oH, 2[_GHij=o, i—1m

ot or\ F

A solugdo do problema de Riemann associado ao sistema hiperbdlico (5.5) é
obtida através da conexdo dos estados a esquerda (E) e a direita (D), por meio de dois

estados intermediarios (*1 e *2), da seguinte maneira:
(Fe.Ge Hy, )= (Fas Gy Hy, ) > (Fy Gy Hy ) > (Fpi G Hy, )

A conexao entre os estados E —*1, *1—»*2 e *2— D pode ocorrer, como
visto no Capitulo 3, tanto por rarefacbes como por choques. Um caso particular de
conexdo pode ser observado no problema de Riemann associado a (5.5) — a conexao
entre os estados intermediarios *1 e *2 é sempre um choque de contato [48] , [37], ou
seja, a conexdo que poderia chamar-se 2-rarefacdo — e levaria a ocorréncia de uma
solugdo continua — ndo pode ser encontrada no problema (5.5), cujo segundo
autovalor coincide com a velocidade que deve ser constante. Este choque de contato
se caracteriza pela auséncia de salto para as variaveis F e G, de tal maneira que
F,=F, e G,=G,,. O salto ocorre apenas para H, , com uma velocidade de
propagacdo G/F =v.

Um choque de contato pode ser visto como o0 caso limite de uma rarefagdo no
qual o leque de rarefagédo pode ser reduzido a uma simples linha, o que significa dizer
que o autovalor associado a descontinuidade corresponde exatamente a velocidade do
choque, ou seja, ndo ocorre geragdo de entropia. Ao contrario de choques normais, 0s
choques de contato sdo reversiveis sem necessariamente estarem associado a qualquer

geracao de entropia [8].
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Desta maneira, avanga-se no tempo de um instante t, para um instante t_,, ou

seja, obtém-se F ,(r), G,,(r), e H, (r)i=1m, que sio as solucBes de (5.5),

avaliadas no tempo t=t, ;.
A condicéo inicial arbitraria dada em fungéo da posicdo r: F(r,0)=F,(r),

G(r,0)=G,(r) e H,(r,0)=H, (r) i=1,m ¢ aproximada por fungfes constantes
por partes, escolhendo-se, por conveniéncia, 0s tamanhos dos intervalos iguais:
F=F(r)~F, = F,(r; +6,Ar)

G, =G,(r;+6,Ar) para rj—%<r<rj+% (5.6)

()
Il
o
—~
]
R
Q

H= I—A|i0 (r)~H, = I—AIin (rj +0nAr)

Inj
onde ¢, é um nimero escolhido aleatoriamente no intervalo aberto (-1/2,+1/2) e Ar
é o comprimento de cada passo (Ar=r;,, —r).

Na sequéncia, um problema de Riemann — um problema de valor inicial cuja
condicdo inicial é uma funcdo degrau — € resolvido — exatamente ou empregando um
aproximante, para cada dois passos consecutivos.

As aproximacgOes apresentadas nas equacdes (5.5), considerando um conjunto

de dados iniciais (5.6), para cada dois passos consecutivos, levam ao seguinte

problema de Riemann associado:

oF oG

—+—=0

ot or

oG 0 (G?

—+—| —+Pp(F)|=0 5.7
ot 8r(F P )] &7
oH 0 (GH,

—+—| —|=0

ot or\ F

com
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(F,G,Hi)z(Fn_,Gn_,Hi ) parat=t, —o<r<r +or
- 2 (5.8)
(F.G,H,)

(Fnj+1’an+1'Hin. ) parat=t,, rj+%<r<oo
Seja F,G; e H a solugdo generalizada do problema de Riemann (5.7)-

(5.8). Entéo, a solucdo aproximada das equacdes (5.5), no tempo t . serd dada por:

n+1

F=F.,(r)= Fn? (rt,) para r,<r<r,,
G=G,,(r)= Gy (Nt,..) para r<r<ry, (5.9)
H=H, (r)= Hi: (r.t.,) para ry<r<r,,

Para preservar as iteracfes entre choques proximos aos problemas de Riemann
adjacentes, o passo de tempo At e, consequentemente, t ., para o problema (5.8)
devem ser selecionados de tal forma a garantir a unicidade da solug&o, exigindo que a
solucdo fraca, satisfaca a condi¢do de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [37], ou seja,

_t < Ar

0 _m (5.10)

n+1

onde |/1|max é a velocidade maxima, em valor absoluto, da propagacdo do choque,
considerando-se todos os problemas de Riemann no tempo t,. Resumindo, a condigdo

CFL expressa pela equacéo (5.10) garante a unicidade da solucéo.

5.3. Procedimento Alternativo — Aproximante de Riemann

O procedimento proposto nesta tese consiste em substituir as solucdes exatas
(e cléssicas) do problema de Riemann associado (5.7)-(5.8) por uma aproximacéo
para a solucdo exata — construida supondo-se que quaisquer que dois estados estejam

sempre conectados por uma descontinuidade, que pode nédo satisfazer as condigdes de
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entropia — de forma a avancar no tempo através do emprego do esquema de Glimm.
Essencialmente, tal aproximacgdo consiste em buscar uma solucdo fraca para o
problema de Riemann associado, dentro de um espaco de funcBes constantes por
partes (fungdes degrau) com um maximo de dois saltos. A grande vantagem deste
procedimento é ndo requerer o conhecimento a priori de uma solucgdo analitica do
problema de Riemann associado, que além de nem sempre ser de facil obtencdo, tem
um custo computacional maior, por envolver escolha de solugdes.

Como ja visto no Capitulo 4, uma solucdo generalizada para o problema de

Riemann descrito pelas equagdes (5.7)-(5.8), dependendo de (r,t), pode ser expressa

em funcéo da variavel de similaridade & =r/t [37] ,[41], sendo construida através da
conexdo dos estados a esquerda (E) e a direita (D) a estados intermediarios (*) por

rarefages ou choques, ou seja, (F,Gg,H; )—(F.G.,H,)—>(F5Gp H, ) ou

(Fe.G:) > (F.G.) > (F,.Gp).
Como no problema (5.7)-(5.8) a conexao entre os estados intermediarios *1 e

*2 € um choque de contato, que se caracteriza pela auséncia de salto para as variaveis

p e pv detal forma que (p),, =(p)., € (pv)., =(pV).,. Assim, o salto € verificado

1
somente para pw, , i=1,m, com uma velocidade de propagacao v(: S,, :Azi), cuja

velocidade assume o mesmo valor do autovalor correspondente.

Como ja discutido, um choque de contato pode ser visto como um caso limite
de uma rarefacdo no qual o leque de rarefagcdo pode ser reduzido a uma unica linha,
ou seja, € uma descontinuidade cujo autovalor associado corresponde exatamente a
velocidade de choque, ndo ocorrendo geracdo de entropia. Ao contrario de choques
normais, 0s choques de contato sdo reversiveis sem necessariamente estarem

associados a qualquer geracdo de entropia [39]. Desta forma, as trés variaveis
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existentes no problema (5.7)-(5.8) podem ser reduzidas a apenas duas (v e p) com

somente duas conexdes a serem determinadas [8], ou seja:

E = * = D (5.11)
= =

RpouCy Rpyp 0UChyp
onde R; e Rps2 denotam possiveis rarefagbes, conectando os estados 1 e m+2,
enquanto que C; e Cp+, referem-se a possiveis choques entre estas conexdes.
Assim sendo, os referidos estados podem estar conectados por uma j-rarefacéo

ou j-choque.

5.4. O Aproximante de Riemann — problema hidrodinamico

A partir das consideracdes feitas anteriormente acerca do choque de contato,
resumidas pela equagdo (5.11) pode-se expressar 0 problema de Riemann associado
ao sistema de equacdes (5.7)-(5.8) como um sistema de duas variaveis apenas (v e

£). Em suma, a solugdo do problema de Riemann é requerida apenas para as duas

primeiras equagdes no sistema (5.7) e o problema de Riemann pode ser expresso

como:
oF 0G
_+_:
ot or

oG  0(G?
—+—| —+P(F)|=0
8t+8r(F + B )J

0
t>t ,—oo<r<ow (5.12)

(F,.G)=(F.,G¢) para t=T , r<T (5.13)
(F.G)=(F5.G,) para t=T ,r>T '

Os autovalores calculados para o sistema (5.12)-(5.13) sdo dados, em ordem

crescente, por:
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2, =%+(—1)"(r>’)”2 =v+(-D'(p)"*  i=12 (5.14)

onde G/F é a velocidade de propagacédo da descontinuidade..

-4

Uma vez que P’ € suposto positivo para todo r e t, o sistema (5.12) é um

sistema hiperbolico (genuinamente n&o linear, uma vez que p” é sempre positivo (ou

negativo)). O problema (5.12)-(5.13) é chamado problema de Riemann, cuja solugdo

generalizada depende da razéo (r—7)/(t—T), sendo esta dada pela conexéo dos
estados a esquerda (F,G. ) e adireita (F,,G, ), passando por estados intermediérios

(F.G.),ouseja, E = * = D.

RRouC Rpip0uCpyip
Como ja foi visto, dois estados sdo conectados por uma rarefacdo-j — uma

solucdo continua do problema de Riemann associado — quando os autovalores
correspondentes A; sao fungdes crescentes de (r -T) / (t —t_) entre estes estados [48],
[49]. Neste caso, a solugdo (F,G) depende continuamente de (r—T)/(t—T) entre os

dois estados e, associado a uma rarefagdo-j existe um invariante de Riemann dado

por:

R, =v-(-1)’ j[g]dp = constante j=1,2 (5.15)

Este invariante representa um valor constante entre dois estados conectados por uma
rarefacéo-j.
Se os autovalores A; sdo fungGes decrescentes de (r—F)/(t-T), entdo os

estados séo conectados por um choque-j (uma solucdo descontinua) com velocidade

de propagacdo s; e, nesta situagdo, as condigdes de entropia sdo automaticamente

satisfeitas. Como solugdes fracas ndo garantem a unicidade da solucao [47], é preciso

que se verifigue a condigdo de entropia para que a unicidade da solugéo seja
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preservada. Considerando que dois estados estejam conectados por um choque-j, com

velocidade s;, a seguinte condicdo de salto, também chamada condicdo de Rankine-

Hugoniot — associada a equacgdo (5.12)-(5.13), deve ser satisfeita:

__[o] _[e/F+7]
CIFT el

onde s; representa a velocidade de propagacéo da descontinuidade e [f] o salto de

(5.16)

uma quantidade f .

A principal proposta deste trabalho € buscar uma aproximacgdo para 0
problema de Riemann, que supde a solucdo do problema em um espago de funges
constantes por partes, no qual dois estados quaisquer estejam conectados apenas por
solucGes descontinuas, isto é:

(Fe,G¢ ) — choque-1— (F.,G.) — choque-2 - (F,,G, ) (5.17)

Esta aproximagdo ndo requer que sejam consideradas as quatro possibilidades

do problema de Riemann original, ou seja:

(FE,GE) 3 (F*,G*) 3 (FD,GD) (5.18)
Raref . ou Choque Raref . ou Choque

Por outro lado, ela nfo assegura as condic@es de entropia. E importante notar
que a aproximacéo referida na equacdo (5.17) satisfaz uma forma fraca das leis de
conservacao.

Assim, fazendo z=(r-T7)/(t-T), -—w<z<w , chega-se a solugdo
generalizada do sistema (5.12)-(5.13), num espaco de fungGes constante por partes:

(FE'GE)’ e —w<Z<S§
(F.G)=4(F.G.), se s<z<s, (5.19)

(F5.Gp) ., se s,<z<ow

Por exemplo, fazendo p = p° , tem-se:
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(5.20)

sendo p. a Unica raiz positiva de

B [ o

Pp ~ P+ ) PpPs P~ Pe ) P+Pe

onde as velocidades de propagacédo das descontinuidades s&o dadas por:

G -G _pV—peVe e s _Gy -G ppVp —pVe
= , = =

(5.22)
F—-F P~ Pe Fo—F Pp ~ P+

S =

Neste momento, é conveniente que se avalie a componente v, a partir da expressao:

1/2
1 p.— P 1
vt oo (2285
* E/ FPFE

s ) 1 17
— P Vo +V
_(pD_p*){[ Pp pJ } 4+ E D}
Po = P+ ) PpPs 2

As solugdes para 4 e s, paratodos os estados considerados acima sao tais que:

(5.23)

=1 4 drj
Ae :(G/F)E_ (p )E com (p )E :F
F=F;
I~ =1 dp
4 =(6/F).~ (P com ()=
F=F.
5.24
4 &1 dﬁ ( )
s =(6/F). =[P com ()=
F=F.
oy . dp
ﬂ’D:(G/F)D_ (p)D com (p)D:d_F
F=Fp
onde,
G, -G. G.-G
5, = FE =) v Sozma = (G/F)* v Smyp = F_ FDD (5-25)



Capitulo 6

Esquema de Glimm e Técnica de Particao do

Operador

6.1. O Esquema de Glimm

6.1.1. Introducéo

James Glimm [6] introduziu o Método de Escolha Aleat6ria como uma prova
construtiva da existéncia de solucbes para uma classe de sistemas de leis de
conservacao hiperbdlicos néo lineares. A teoria deste método tem como base o estudo

das iteracdes de ondas elementares na solucdo do problema de Riemann, cuja
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formulacdo matematica apresenta uma forte base termodindmica — representada pela
condicéo de entropia.

O Meétodo de Glimm é uma técnica semianalitica para tratar solucfes
descontinuas de sistemas hiperbolicos de leis de conservacdo, no qual solucbes
aproximadas séo representadas por fung¢des constantes por partes.

Chorin [7] modificou o método original e o transformou em uma ferramenta
computacional para a solucdo numérica de leis de conservacdo hiperbdlicas
homogéneas. Colella [50] propds um procedimento mais preciso e investigou uma
extensdo do esquema de Glimm a sistemas bidimensionais usando o método de
particdo do operador.

Entre as principais caracteristicas do método de Glimm estdo a sua capacidade
de ndo dissipar o choque, preservando, assim, a sua magnitude e posicéo, além do
baixo custo computacional se comparado a outros métodos de aproximacdo de
problemas ndo lineares como 0 método de elementos finitos associado a uma ténica
de captura de choques, por exemplo. Além disto, quando o comprimento dos passos
tomados em relagdo a variavel espacial tende a zero, a aproximagdo obtida tende a
solucdo exata do problema, considerando, neste caso, a sua solugéo fraca.

No entanto, tal método apresenta uma inconveniente desvantagem uma vez
que sua implementacdo, na simulagdo de problemas de valor inicial, requer o
conhecimento prévio da solucdo completa do problema de Riemann associado a
sistemas hiperbolicos.

Em esséncia, 0 método consiste em um procedimento numérico que utiliza a
solucdo do problema de Riemann associado na geragdo de solugdes aproximadas de
equacOes hiperbdlicas, sujeitas a condi¢Bes iniciais arbitrarias. Os problemas de

Riemann s&o problemas de valor inicial cuja condicdo inicial é, necessariamente, uma
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funcdo degrau. Como o esquema de Glimm constroi a solugdo para um problema de
valor inicial a partir da solu¢do de um certo nimero pré-determinado de problemas de

Riemann associados, para marchar no tempo de um instante t=t, a um instante
t,., =t,+At, a condigdo inicial arbitraria deve ser aproximada por fungdes constantes

por partes.

A fim de evitar uma interacdo direta entre choques referentes a dois problemas
de Riemann consecutivos, o avango de tempo At deve ser escolhido de tal forma a
satisfazer a condi¢cdo de Courant-Friedrichs-Lewy [38], assegurando, desta forma, a
unicidade da solucéo, ou seja,

Ar
At=t  —t < T (6.1)

onde |/1|max é a velocidade maxima de propagacdo, em valor absoluto, da

descontinuidade considerando todos os problemas de Riemann no tempo t,, ou seja,

a norma do valor maximo dos autovalores do sistema.

O metodo de Glimm permite, assim, a construcdo de uma solucdo para
problemas de valor inicial — conhecidos como sistemas hiperbolicos ndo lineares
sujeitos a valores iniciais arbitrarios — através da solucdo de um certo nimero de
problemas de Riemann associados. A condic&o inicial arbitraria, dada por uma funcéo
da posicdo r é aproximada por funcBGes constantes por partes, conhecidas como
funcBes degrau. Em seguida, um problema de Riemann — um problema de valor
inicial cuja condigdo inicial € necessariamente uma funcdo degrau — deve ser
resolvido para cada dois passos consecutivos.

Desta forma, o objetivo deste método € unir de forma apropriada a solucéo de
tantos problemas de Riemann quantos forem necessarios para evoluir de forma

sucessiva de um tempo t =t, paraum tempo t,,, =t +At.
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Este procedimento pode ser facilmente compreendido atraves da ilustracdo de

um degrau genérico em um plano r —t, mostrado na Figura 6.1.

BAF

—aF —;

AV \/V/\

¥y Fi2

-_I_.

__|._

Figura 6.1 — llustracdo de um passo genérico no esquema de Glimm.

A Figura 6.1 ilustra a evolugéo de um instante de tempo t, para um instante

subsequente t

mostrando que a solucdo obtida no tempo t ., ndo € mais uma

n+l? n+1

funcédo degrau e, assim, uma nova escolha aleatéria de 6., apos cada passo de tempo,

é requerida, a fim de construir a condicdo inicial para o proximo instante — que deve

ser constante por partes. Aqui €, € um numero escolhido aleatoriamente no intervalo

(-1/2, +1/2) e Ar é o tamanho de cada passo (Ar =r,, —r,).

6.1.2. Aproximagdo Numérica

Uma aproximagdo inicial para os campos F, G e H no tempo t_,,, denotada

n+l?

como F G

n+l?

e ':';1' é obtida pela aplicagdo do metodo de Glimm ao problema

n+1 i

homogéneo associado, definido pelo seguinte sistema de equagdes:
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oF LG _
ot or
oG o(G*
r
com
=F,(r) em t=t,
(6.3)

Como o sistema homogéneo associado a equacgéo (6.2) pode estar sujeito a um
conjunto qualquer de dados arbitrérios, é construida uma solugéo para este problema

de valor inicial aproximando os dados iniciais por fungfes constantes por partes — as

fungdes degrau, com degraus de mesma largura.

Antes de empregar o esquema de Glimm para a resolucdo das equagdes (6.2)-

(6.3), porém, a solugdo (ou aproximacao) do problema de Riemann associado deve ser

conhecida.
Como (6.2) pode estar sujeita a quaisquer dados iniciais arbitrarios €

conveniente representa-los como:

(6.4)

Assim, (6.2) e (6.4) caracterizam um problema de valor inicial. A
implementacdo do esquema de Glimm requer a aproximagéo das condigdes iniciais

(6.4) por funcgbes degrau que, para o problema considerado neste trabalho, serdo

consideradas fun¢Ges com larguras iguais dos passos.
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O primeiro procedimento para empregar este esquema € aproximar os dados

iniciais (no tempo t, ) pelas fungdes constantes por partes apresentadas a seguir:

A~ A~

Ar Ar
F=F(r)~F, = L (r; +0,4r) para 1 ——- < <f;+=-

n

G

G,(r)=G, =G,(r,+6,ar)  para rj—%<r<rj+% (6.5)
- - Ar Ar
H=H, (r)~H, :Hin(rj+¢9nAr) para 1, ——- < <f;+=—

onde, como mencionado anteriormente, 6, € um nimero escolhido aleatoriamente no

intervalo (-1/2, +1/2) e Ar é o tamanho de cada passo (Ar=r,,—r;). Tal

procedimento é ilustrado pela aproximacdo mostrada na Figura 6.2.

Figura 6.2 — Construcdo de uma distribuicdo constante por partes para uma funcéo F.

As aproximagdes mostradas na equacdo (6.5) para os dados iniciais geram,
para cada dois degraus consecutivos, um problema de valor inicial conhecido como
problema de Riemann [37], associado as equacbes (6.2)-(6.3) desde que algumas
condicdes sejam verificadas. Primeiro, o sistema deve ser hiperbdlico e genuinamente

ndo linear. A fim de garantir essa hipotese, a primeira derivada da pressao em relacéo
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a massa especifica, p’, deve ser positiva. Além disto, o problema de Riemann

representa um tipo especial de problema de valor inicial definido, neste caso, como:

oF oG

—_ =
ot or

oG 0(G?

—+—| —+p(F)|=0 6.6
ot ar[F p( )] (66)

M, 2 (80 —1m
ot or\ F

0

com

(F,G,H):(Fnj,an,Hin) para t=t , —oo<r<rj+£
! 2 6.7)

(F.G,H) (FnM,GnM,Hin_l) para t=t , rj+%<r<oo

Seja Ifnj ,an e |__|in, a solucdo generalizada das equacdes (6.6)-(6.7). Entdo, a

aproximagéo para a solucéo das equagdes (6.2)-(6.3) no tempo t. ., é dada por:
F=F.(r)~F, (rt,) paa r<r<r,
G=G,,(r)~G, (1 t,,) para r<r<r, (6.8)
H= I—]im (r)~ I—_|i_n‘(r, t..) para r<r<r,

Apos cada avango no tempo, a solucdo obtida ndo mais representa uma fungéo
degrau. Assim sendo, uma nova escolha aleat6ria é necessaria que permita construir a
condicéo inicial na forma de uma funcdo degrau para realizar a evolugéo no tempo de

um dado instante t, para o proximo instante t.,,, empregando o metodo de Glimm.

n+l 7

Se a solucdo para um dado instante de tempo t, for conhecida, os dados

iniciais para o proximo degrau, t__,, sdo aproximados por:

n+l?
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F. :F(rj+0nAr,tn) para rj—%<r<rj+%
G,-n =G(rj+9nAr,tn) para rj—%<r<rj+% (6.9)

Ar Ar
H, =H(r;+6,Art) para g <T<hEo

6.2. Técnica de Particdo do Operador
6.2.1. Introducéo

Os modelos matematicos empregados em problemas que envolvem o
escoamento de fluidos, em geral, originam sistemas de equacOes de convecgéo-
difusdo. Neste aspecto, quando tais modelos sdo usados em estudos qualitativos ou
quantitativos, aproximacgoes. Neste contexto, 0 esquema de parti¢cdo do operador surge
como uma ferramenta importante na sacdo destes modelos, permitindo separar efeitos
originalmente concomitantes. Além disso, o tratamento mais conveniente de
problemas ndo lineares ndo homogéneos hiperbdlicos estudados no presente trabalho
consiste em trabalhar separadamente com o problema homogéneo associado — a ser
aproximado por um esquema de Glimm e a sua por¢do ndo homogénea.

A técnica de particdo do operador consiste na decomposi¢cdo do operador
hiperbdlico, de forma a separar a parte puramente hiperbdlica — o problema
homogéneo associado, da parte evolutiva no tempo, que da origem a um sistema
ordinario. O procedimento combinando a técnica de fatoracdo do operador (que leva

em conta a por¢do ndo homogénea das equacdes diferenciais) ao método de Glimm
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foi empregado com sucesso na simulacdo numérica de diversos problemas
hiperbdlicos néo lineares.

Como exemplos, pode-se citar a propagacdo de ondas em fluidos, tratada por
Sod [42], o escoamento de gases em dutos, analisado por Marchesin e Paes Leme
[43], o enchimento de uma matriz porosa, estudado por Saldanha da Gama e Sampaio
[44], a propagacdo de ondas em dutos viscoelasticos, modelada por Freitas Rachid et
al [40], a resposta dindmica de barras elasticas ndo lineares, estudada por Saldanha da
Gama [39], o escoamento n&o isotérmico e isotérmico em meios porosos insaturados,

analisado por Saldanha da Gama e Martins-Costa [45] e Martins-Costa et al [46].

6.2.2. Aproximagdo Numérica

Apartir de uma aproximacao inicial construida com a aplicagdo do esquema de

Glimm, a aproximagdo numeérica para a solugdo no tempo t=t . é, entdo, obtida

n+1
avancando-se no tempo com o0 mesmo passo de tempo At através do sistema
puramente evolutivo no tempo.
Este procedimento — que consiste em alcangcar uma aproximagdo para a
solugéo (F,G,H,;) no tempo t=t

é repetido até que um determinado tempo de

n+l?
simulacdo previamente especificado seja alcancado. A aproximagdo numérica para a

solugdo no instante de tempo t=t ., é finalmente alcancada pelo avango no tempo,
resolvendo-se o seguinte problema, com o mesmo passo de tempo At=t -t ,

através das seguintes equagoes:
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>

n+1(r

F_ 24

ot r F = )
oG 2G?

== G= r emt=t (6.10
o rF Cralr) (640
oH,  2GH, H, H=H, (1)
—=———-a;—, I1=1m e

at  r F F

F= I:Am-l(r)z Fn+1
[Ga(n)]

N ~ 2 n+.

G =Gn+l(r)an+l(r)— £ 1 (r) At (6.11)
n+1
H. = ~ ( )z ~ ( )_ géml(r) ~|n+1(r)+a H”*l(r) At, i=1m
i Ihat b1 r |fn+1(r) I ~n+1(r) |
Nas equagdes (6.11),

sendo avaliados em t=t, e considerando At=t  —t, .

(F,G,H,) representa a aproximagio inicial obtida através do esquema de Glimm

para o problema homogéneo associado, definido pelas equagdes (6.2)-(6.3)

E interessante notar que a equagdo (6.10) considera uma casca esférica

(equivalente a fazer =2, no sistema de equagGes (2.45)), com raio interno R; e raio

externo Re, que pode ser esquematizada como

Figura 6.3 — Esquema de uma casca esférica



Capitulo 7

Resultados Numeéricos

Neste Capitulo iremos discutir os resultados obtidos na simulacdo de algums
exemplos realizados para avaliar o desempenho do aproximante de Riemann proposto
neste trabalho em relacdo a solucdo exata do problema.

O modelo mecénico descrevendo o transporte de m poluentes na atmosfera é

apresentado no sistema (2.39), onde S =0 se o problema for descrito no sistema de
coordenadas cartesianas, £ =1 no sistema cilindrico de coordenadas e f=2 no

sistema de esférico coordenadas:
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op 8(pv)= ﬂp_v
ot or r
o pv? + 2
o(ov) o) pv° (2.39)
ot or r
N01) 2 (o) =—p 2%, onde 1=, i=12..m

7.1 Solucdo de um sistema n&o linear homogéneo com um Gnico poluente

A fim de evidenciar o desempenho do aproximante de Riemann empregado
neste trabalho, serdo considerados inicialmente resultados obtidos através do método
de Glimm, sem o esquema de particdo do operador. O problema homogéneo
associado a equagdo (2.39), pode ser obtido considerando algumas simplificagdes: o
problema é descrito no sistema de coordenadas cartesianas, com o termo de geracéo

nulo, r, =—a;®, =0 e um Unico poluente, com concentracdo @, :

P42 (pv)=0

ot ox
£ (p0) +2 (" + ) =0 D

o o
2 (pa) +—=(pay) =0
at(pwl) 5 (parv)

Utilizando a seguinte adimensionalizacao:

r=7 p=L =2 p=-2 (7.2)
P v
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onde L representa um comprimento de referéncia, v uma velocidade de referéncia e

£ uma massa especifica de referéncia e redefinindo convenientemente as variaveis

como: F =p, G = pvV, H = pw, 0 problema pode ser expresso como:

oF oG
—+—=0
or 0n

) "

A solugdo do sistema (7.3), atraves da aplicacdo do esquema de Glimm,
utilizando uma solucdo exata para o problema de Riemann associado, esta
representada pelas equacdes (6.2) a (6.9). O procedimento alternativo de solucéo do
método de Glimm, utilizando o aproximante de Riemann, encontra-se descrito na
secdo 5.3, pelas equagdes (5.11) a (5.24).

As Figuras 7.1 e 7.2 mostram a evolugdo da densidade massica do gas,
velocidade e concentragdo do poluente por unidade de volume para cinco diferentes
instantes de tempo, possibilitando observar a boa performance do aproximante
proposto. Aqui, 0 eixo das ordenadas apresenta 0 valor numérico assumido por cada

uma das trés variaveis consideradas (p, v e p,), enquanto o eixo das abscissas
representa a coordenada espacial 7.

Nos resultados qualitativos mostrados nas Figuras 7.1 e 7.2, foi empregada

uma normalizacdo conveniente onde os valores maximos e minimos das variaveis o,
v e pw, correspondem respectivamente a um e zero nos graficos, conforme indicado

abaixo
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7.4
~(Pian ), "

Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
dados dados
niciais miciais
-
OO a0 -0
=10.6 f =06 f
- fr T 0. J_T
AT ~TIT L

P v P, 2 v P,

Figura 7.1 — Variacdo da densidade do gés, velocidade e concentracdo do poluente por

unidade de volume com a posicdo. — Dados iniciais: p e @, constantes e fungao

degrau para v.

E importante observar que tanto o como , ndo assumem valores negativos.
Em todos os resultados é considerado um dominio ilimitado (- <7 <), para 0s

diferentes dados iniciais.
Os resultados s@o apresentados em duas colunas — identificadas por “Solucao

Exata do Problema de Riemann” e “Aproximante de Riemann”. No lado esquerdo
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temos um conjunto formado por trés colunas e seis linhas de graficos, onde cada linha
representa um instante de tempo distinto, sendo o primeiro imposto pela condicéo
inicial. Neste conjunto, os valores de p, v e pw, foram obtidos através do emprego
do método de Glimm com 300 passos para cada avango de tempo, construido
utilizando a solucéo exata do problema de Riemann associado. As trés colunas do
lado direito mostram resultados equivalentes para p, v e pm,, também obtidos pelo

emprego do método de Glimm, com 0 mesmo nimero de passos, porém, construido

com o aproximante de Riemann proposto neste trabalho.

Solugiio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann

dados

L) dados
miciais

niciais

|
WY
IR

=04

T=10.8

V]
B
—

TEREE
TRIRE
TERHA
SSEEE:
<

v £, P,

Figura 7.2 — Variacdo da densidade do gés, velocidade e concentracéo do poluente por
unidade de volume com a posi¢do. — Dados iniciais: p e @, constantes e velocidade

constante na maior parte do dominio, exceto por uma pequena regido com baixa

velocidade.
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Na figura 7.1 os dados iniciais consistem de um choque prescrito para a
velocidade enquanto valores constantes sdo prescritos tanto para a massa especifica
como para a concentracdo do poluente na mistura. Como os resultados obtidos atraves
da solucdo exata do problema de Riemann — exibidos pelas trés primeiras colunas —
mostram essencialmente conexdes por choques, a concordancia com a aplicacdo do
esquema de Glimm, obtido através do aproximante proposto — mostrado nas trés
Gltimas colunas, € muito boa, comprovando o bom desempenho do aproximante.

A figura 7.2 foi obtida considerando-se como dados iniciais um valor

constante (unitario) para a massa especifica e um valor constante para a concentragao

do poluente (¢, =0.5). Uma regido muito pequena de baixa velocidade (v=-1.0)

foi imposta proximo ao centro do dominio, enquanto que, fora desta regido, foi

imposto um valor maior para a velocidade (v=0). Comparando-se a solucéo exata

com aquela obtida através do emprego do aproximante de Riemann, pode-se observar
0 bom desempenho deste Gltimo, com chogques na mesma posi¢do espacial em ambos
0s casos. Conforme esperado, o aproximante, cuja filosofia consiste em utilizar
sempre conexdes por solugdes descontinuas, ndo é capaz de capturar exatamente as

conexdes por rarefacdo, obtidas na solucdo exata.
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7.2 Solugdo de um sistema néo linear ndo homogéneo com m poluentes

Neste item a solucdo atraves do método de Glimm com o aproximante de
Riemann é comparada com a solugdo pelo método de Glimm utilizando a solugéo
exata do problema de Riemann associado. Considera-se uma casca esférica — o
problema descrito na equacdo (2.39) usard um sistema esférico de coordenadas

(f=2). Alem disso, o termo de geracéo r, =—¢,m,, considerando o; uma constante

sempre positiva, € levado em conta e consideram-se trés diferentes poluentes —
denotados por constituintes 1,2, e 3, presentes na mistura, cujas concentracdes, por

unidade de volume, sdo dadas, respectivamente, por pw,, p®, € pw; .

Utilizando a seguinte adimensionalizacéo:

L p=— (7.5)

onde R representa um raio de referéncia, v uma velocidade de referéncia e p uma
massa especifica de referéncia e fazendo uma redefinicdo conveniente de variaveis:

F=p,G=pV,H, =pa , o problema (2.39) pode ser expresso como:

IR

§9+:2(Ei+ﬁj=_39f

or on\ F r F (7.6)
oH. 0 (GH.) 2GH. H

_'+_ b & :———I—ai—i, |:1,m
or 877( F j r F F
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A solucdo exata do sistema (7.6) estd apresentada no capitulo 6. Na secéo 6.1
é descrito o esquema de Glimm — equacbes (6.2) a (6.9), enquanto que a se¢do 6.2
descreve a técnica de particdo do operador — equacgdes (6.10) e (6.11). O
procedimento alternativo de solugdo do método de Glimm, utilizando o aproximante

de Riemann, encontra-se descrito na se¢do 5.3, pelas equacdes (5.11) a (5.24).

Solugiio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
dados
ST dados
et _I_ \ ] iniciais \ L
T—O.Z/—M_\”\ T:O.Q/-'L_\H\
e |

=04 \fL 1=0.4 \I\L

L o N D I L S N | DAV |
=06 ~ =06 \m
7= 0.8 \/\L =028 \h

PNy N | = Il | | B
=1.0 \ﬁ =1.0 \H

/\"L Ly | | A’I | L

Iy v pwl pwg pw} P v Pwl p&?z pwg

Figura 7.3 — Variacdo da densidade do gés, velocidade e concentracdo dos poluentes

por unidade de volume (pw,i=12,3) com a posi¢cdo radial. — Dados iniciais:

funcdes degrau para p, @, , e o, e funcdo linear decrescente para v.

As Figuras 7.3, 7.5, 7.7 e 7.9 mostram os resultados — utilizando a solugdo
exata do problema de Riemann e o aproximante de Riemann — para a massa especifica

do gas, a velocidade e a concentragdo dos trés poluentes por unidade de volume ( pa,,
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po, € pw,). Estes resultados sdo mostrados empregando-se a normalizagdo descrita
pela equagéo (7.4).

Analogamente ao problema descrito no item anterior, cada caso considerado é
apresentado num conjunto de gréficos com seis linhas e cinco colunas, onde cada
linha denota um instante diferente de tempo —a condig&o inicial e a evolugéo das cinco
varidveis em cinco diferentes instantes de tempo — e cada coluna mostra a varia¢ao da
densidade do gés, da velocidade e das concentracbes pw,, pw, € pm,, ao longo da
posicdo radial, sendo o raio interno representado a esquerda e o raio externo a direita.
Como no problema analisado nas figuras 7.1 e 7.2, verifica-se 0 bom desempenho do
aproximante proposto. Em todos os casos analisados, considerou-se um processo

isotérmico e a taxa de producéo «, =0.1 para o primeiro constituinte e uma taxa de
producdo nula para o segundo e o terceiro constituintes (o, =, =0).

Na figura 7.3 foram considerados como dados iniciais fungdes degrau tanto
para as concentracdes dos poluentes como para a massa especifica do ar e uma fungéo
linear decrescente para a velocidade.

Nas figuras 7.4, 7.6, 7.8 e 7.10 sdo exibidas as representacfes espaco-
temporais referentes as figuras 7.3, 7.5, 7.7 e 7.9, respectivamente. Estas superficies
permitem uma visao global da evolgdo temporal para as trés variaveis consideradas —

P,V e pw — onde se observa uma concordancia entre os resultados alcancados pela

solucdo exata e o aproximante de Riemann. A escolha da superficie mostrando a

concentragéo por unidade de volume do poluente 1 ( pw,) foi devido ao fato de ter-se

considerado para os outros dois poluentes a, = o, =0.
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2

Og

(b)

RS (c) e (d)

IS (e) S (f)

Figura 7.4 — Superficies de densidade do gas, velocidade e concentracdo do poluente

por unidade de volume (pe,), referentes a Figura 7.3 — (a), (c), (e): Solugéo exata do

problema de Riemann; (b), (d), (f): Aproximante de Riemann.

Na figura 7.4 observa-se, nos casos (c) e (d) , representando o comportamento
da velocidade obtido através dos dois procedimentos anteriormente descritos, que o
aproximante de Riemann empregado na obtencdo da Figura 7.4 (d) foi incapaz de
capturar a conexdo suave apresentada da Figura 7.4 (c), obtida através da solucédo

exata do problema de Riemann associado.



Solugéo Exata do Problema de Riemann

dados
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Aproximante de Riemann

-

FIEPIE I
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Figura 7.5 — Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

por unidade de volume (pa)i, i:1,2,3) com a posi¢do radial. — Dados iniciais:

funcdes degrau para o, @, e m, e fungdes lineares para w, e para v.

Na figura 7.5 foram consideradas as mesmas condi¢es iniciais empregadas na

figura 7.3, exceto para o terceiro constituinte cuja concentracdo é uma funcgdo linear

decrescente. Como nos casos anteriores, foi verificada boa concordancia entre os

problemas apresentados pelos conjuntos de graficos a esqueda e a direita, com a

evolucdo da velocidade mostrando pequenas diferengas, quando uma conexdo pr

rarefacdo foi utilizada na obtencdo da solucdo exata. Os mesmos comentarios se

aplicam as superficies apresentadas na figura 7.6.
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Figura 7.6 — Superficies de densidade do gas, velocidade e concentracdo do poluente

por unidade de volume (pe,), referentes a Figura 7.5 — (a), (c), (e): Solugéo exata do

problema de Riemann; (b), (d), (f): Aproximante de Riemann.

E importante observar que as figuras 7.5 e 7.6 foram obtidas considerando-se o
dobro do numero de evolucdes no tempo empregadas na obtencdo das figuras 7.3 e
7.4. Nas figuras 7.3 e 7.4 entre cada um dos instantes plotados foram considerados
400 avangos no tempo, enquanto as figuras 7.3 e 7.4 foram obtidas utilizadando 200

avancos no tempo entre cada um dos instantes de tempo mostrados.



124

Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
dados
SO ™ dados
miciais ] | l iniciais [ | [a— \R
T=0.21\(L1 ~_ | rzo.er_QLi ~_
=04 \ﬂ; — ¢
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Figura 7.7 — Variacdo da densidade do gés, velocidade e concentracdo dos poluentes

por unidade de volume (pa),, i=1,2,3) com a posicdo radial. — Dados iniciais:
funcOes degrau para p, @, e ,; funcéo linear para @, e funcdo linear e constante

para v.

Nas figuras 7.7 e 7.8 foram prescritas funces degrau para a concentragdo dos
constituintes 1 e 2, e uma funcdo linear decrescente para o constituinte 3, enquanto
que, para a velocidade, foi suposta uma funcao linear decrescente até a linha de centro
da casca esférica e, a partir desta regido, foi suposto um valor constante.

Comparando a evolucao da velocidade apresentada na figuras 7.5 e 7.7 (ambas
considerando 200 avangos no tempo entre cada um dos instantes de tempo
mostrados), foram observadas conexdes suaves para a solucdo exata tanto do lado
esquerdo quanto do lado direito da figura 7.5, enquanto na figura 7.7 as conexdes
suaves para a solucdo exata foram observadas apenas do lado esquerdo — no lado

direito foi verificada uma aparente coincidéncia com os resultados obtidos pelo
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aproximante de Riemann. As figuras 7.6(c) e 7.8(c) confirmam estas observagdes, no
que se refere as conexdes suaves ao lado esquerdo, mas sdo incapazes de mostrar as
diferencas do lado direito, devido a perspectiva adotada para plotar as superficies.
Alem disso, a infuéncia de valores iniciais distintos para @; — impostos para a

obtencéo das figuras 7.5 e 7.7, tiveram influéncia muito pequena na evolucéo de pws.

,.!} ...__.”

3 (a) <8 (b)

(d)
PO, e PO =
0 2 G s
2 g _:,I,".N(-":' ~® : x :;’/\9
o P 2 . =
T == [
=P c:.{:' <? <®
n 1
o (©) S ()

Figura 7.8 — Superficies de densidade do gas, velocidade e concentracdo do poluente

por unidade de volume (pe,), referentes a Figura 7.7 — (a), (c), (e): Solugéo exata do

problema de Riemann; (b), (d), (f): Aproximante de Riemann.
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Solucdo Exata do Problema de Riemann Aproxunante de Riemann
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Figura 7.9 — Variacdo da densidade do gés, velocidade e concentracdo dos poluentes

por unidade de volume (pa),, i=1,2,3) com a posicdo radial. — Dados iniciais:

funcdes degrau para v, @, @, € w, e fungdo linear para p,

Finalmente, nas figuras 7.9 e 7.10, foram prescritas funcbes degrau para todas
as concentracbes dos poluentes e para a velocidade enquanto uma funcdo linear
decrescente foi utilizada como condicéo inicial para a densidade. A funcdo linear
decrescente escolhida resultou em diferencas pouco perceptiveis entre as
aproximagdes numericas obtidas empregando-se a solucdo exata do problema de
Riemann e o aproximante de Riemann, tanto nos cinco instantes de tempo mostrados

na figura 7.9 quanto nas superficies apresentadas na figura 7.10.
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Figura 7.10 — Densidade do gas, velocidade e concentracdo do poluente por unidade

de volume (pe,) como funcéo do tempo e da posicéo radial, referentes a Figura 7.9 —

(@), (c), (e): Solucédo exata do problema de Riemann; (b), (d), (f): Aproximante de

Riemann.

Os resultados numéricos apresentados nas Figuras 7.3 a 7.10 foram obtidos
através de uma combinagdo do esquema de diferencas de Glimm com uma técnica de
fatoracdo do operador descritos no capitulo 6, enquanto aqueles apresentados nas
figuras 7.1 e 7.2, representados pelo sistema homogéneo descrito pelas equacdes

(7.1)-(7.3), ndo empregaram a fatoracdo do operador. Entre cada dois instantes de
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tempo mostrados foram empregadas 200 avangos evolugdes no tempo (exceto no caso
apresentado pelas Figuras 7.3 e 7.4, onde foram usadas 400 avangos no tempo). Ja no
dominio espacial, foram utilizados 300 passos, em todos os casos ilustrados pelas
figuras 7.1 a 7.10. Uma observacgéo importante deve ser feita em relacdo aos passos de
tempo — um namero relativamente pequeno de passos de tempo (300 passos),
empregado para a maioria dos casos considerados, permitiu obter uma rapida
convergéncia em ambos os procedimentos: a solugdo exata do problema de Riemann e
0 aproximante de Riemann.

E importante destacar aqui que, para todas as simulacbes realizadas, os
resultados alcangados, tanto para a solugdo exata como para o aproximante proposto,
mostraram uma boa concordancia, justificando, desta forma, o emprego do
procedimento alternativo na simulagdo de sistemas hiperbdlicos néo lineares.

Como nos resultados obtidos empregando a solugdo exata do problema de
Riemann — apresentados na figuras 7.3, 7.5, 7.7 e 7.9, a maioria das conexdes entre 0s
estados ocorre por choques, 0 aproximante de Riemann empregado neste trabalho
(apresentado nas cinco colunas a direita) apresenta uma concordancia muito boa com
aqueles obtidos através da solucdo exata do problema de Riemann. Nos casos
observados, a concordancia nao é tdo boa apenas quando as condic@es iniciais sdo do
tipo funcdes lineares. Embora os choques estejam sempre na mesma posi¢ao espacial
em ambos os procedimentos empregados para tratar o problema de Riemann, o
procedimento usando o aproximante de Riemann ndo foi capaz de representar as
conexdes suaves obtidas através da solucdo exata do problema de Riemann, devido a
filosofia do aproximante de Riemann, que consiste em substituir tanto solucgdes

continuas como descontinuas por choques.
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7.3 Sistema ndo linear ndo homogéneo com 3 poluentes considerando variagdo dos

parametros

Neste item serdo consideradas as infuéncias do raio de curvatura da casca
esférica e da taxa de destruicdo ou producdo do poluente 1 (), considerando
diferentes condicGes iniciais e diferentes valores para o raio interno e para o
pardmetro «. Todos os resultados apresentados neste item, que comparam a simulacéo
do problema de Glimm — implementado via solucdo exata do problema de Riemann
associado e através do aproximante de Riemann anteriormente descrito — utilizando
um esquema de fatoracdo do operador, foram normalizados pela equacéo (7.4).

A curvatura é variada, considerando-se uma espessura unitaria para a casca

esférica e o raio interno R =0.05 e R, =2.05 e a taxa de destruicdo do poluente 1

(dada pela relagdo I =—aw@,, num modelo preliminar para reacbes quimicas, que

alterariam a quantidade do poluente) é variada fazendo a constante « assumir 0s
valores & =0.8 e o =0.2. As condiges iniciais para 0s cinco casos apresentados sdo
detalhadas a seguir.

Como nos itens anteriores, o dominio espacial foi discretizado utilizando-se
300 passos e entre cada dois instantes de tempo mostrados foram empregadas 200
avancos no tempo. Vale a pena observar mais uma vez que foi obtida réapida
convergéncia (300 passos de tempo), em ambas as metodologias utilizadas para
implementar o método de Glimm.

No Caso | a condigdo inicial é uma funcdo linear decrescente para a

velocidade, (v, =(N —1+1.)/ N ) enquanto fungdes degrau, que assumem um valor a

esquerda do raio de curvatura medio e um outro valor a direita do raio de curvatura
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médio sdo empregadas para a massa especifica (p, =0.7, p, =0.1) e para as
concentragdes as funcdes degrau sdo dadas por (@, =05, @, =0.1),

(@, =02, &y, =0.1)e (s =01 @, =0.9).

Solugiio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
dados . dados . |
iniciais | | iniciais | 1
=02 | i =02 | -
=04 | Ny =04 | L
=06 | — || " =06 |, '
=08 | ~ || W] =0.8 | L
=10 | _ - =10 -
ye) v PO, po, PO P v PO, po, PO,

Figura 7.11 Variacdo da densidade do gés, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, 1=1,2,3) com a posicéo radial para Ri=0.05 e «=0.8. Dados iniciais: Caso I.

Na figura 7.11 é plotada a variacdo da densidade do gés, da velocidade e da
concentragdo dos poluentes por unidade de volume (pm, i1=1,2,3) com a posicao
radial, considerando a solucdo exata do problema de Riemann e o aproximante de
Riemann, para Ri=0.05 e ¢=0.8; enquanto a figura 7.12 considera Ri=2.05 e &=0.8.
Comparando as duas figuras, pode-se observar a influéncia do raio de curvatura, cujo
aumento diminui a curvatura da densidade proximo da superficie interna da casca
esférica, carregando esta influéncia para pw, pa, e pws. Quanto a velocidade,

observa-se um comportamento mais uniforme no salto.
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Figura 7.12 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(oai, 1=1,2,3) com a posicéo radial para Ri=2.05 e =0.8. Dados iniciais: Caso I.

As figuras 7.13 e 7.14 s&o plotadas para 0os mesmos parametros que figuras

7.11 e 7.12, ou seja R;=0.05 e R;=2.05, respectivamente, mas considerando ¢=0.2. A

influéncia da taxa de destruicdo ou producdo do poluente 1 pode ser observada

comparando as figuras 7.11 e 7.13 e 7.12 e 7.14. Na verdade, esta comparagdo nao

mostra alteracdo com o pardmetro «. Ja a comparacdo entre as figuras 7.13 e 7.14

confirma as observagdes anteriores sobre a influéncia do raio de curvatura.
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Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
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Figura 7.13 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(oai, 1=1,2,3) com a posicéo radial para Ri=0.05 e &=0.2. Dados iniciais: Caso I.

Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
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Figura 7.14 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, 1=1,2,3) com a posigéo radial para Ri=2.05 e ¢=0.2. Dados iniciais: Caso I.
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No Caso Il sdo consideradas fungbes degrau, que assumem um valor a
esquerda do raio de curvatura médio e um outro valor a direita do raio de curvatura

medio sdo empregadas para a velocidade (v, =1.0, v, =0.0), para a massa
especifica (p, =09, p, =0.1) e para as concentragdes dos poluentes 2 e 3
(@, =01, @, =09) e (@, =009, @ =0.1), enquanto a concentracdo do

poluente 1 é suposta constante («,, =0.5).

Solucio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
Fla_ch_)s_ _ | dados | |
mniciais [ iniciais
=02 | T =02 |
=04 [ . =04 |
=06/ ' =06,
=08 | =0.8 .
1=1.0 _ =10 '
P v po po, PO, Yol v po, po, PO,

Figura 7.15 Variacdo da densidade do gés, velocidade e concentracdo dos poluentes
(o, 1=1,2,3) com a posicéo radial para Ri=0.05 e «=0.8. Dados iniciais: Caso II.

Na figura 7.15 tem-se a variagéo de v, p e pa, i=1,2,3, considerando solugdes
exata e aproximada do problema de Riemann, para Ri=0.05 e «=0.8; enquanto a figura
7.16 considera Rj=2.05 e «=0.8. A influéncia raio de curvatura € menor que no caso
anterior, cujo aumento diminui a curvatura da densidade proximo da superficie interna
da casca esférica, carregando esta influéncia para pw, paw, € pws. e torna o

comportamento da velocidade mais uniforme no salto.
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Solugiio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
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Figura 7.16 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(pai, 1=1,2,3) com a posicéo radial para Ri=2.05 e «=0.8. Dados iniciais: Caso II.

As figuras 7.17 e 7.18 sé&o plotadas para 0os mesmos parametros que figuras
7.15 e 7.16, ou seja Ri=0.05 e R;=2.05, respectivamente, mas considerando o=0.2. A
influéncia da taxa de destruicdo do poluente 1 pode ser observada comparando as
figuras 7.15 e 7.17 e as figuras 7.16 e 7.18. Analogamente ao caso |, ndo se observa
alteracdo de comportamento da densidade ou da concentragdo dos poluentes com o
pardmetro «, enquanto a influéncia do raio de curvatura (observada pela comparacéao
entre as figuras 7.15 e 7.16 e as figuras 7.17 e 7.18) confirma as observacOes

anteriores.
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Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
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Figura 7.17 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, 1=1,2,3) com a posigdo radial para Ri=0.05 e ¢=0.2. Dados iniciais: Caso II.
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Figura 7.18 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, 1=1,2,3) com a posigdo radial para Ri=2.05 e ¢=0.2. Dados iniciais: Caso II.
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No Caso Il s&o consideradas as mesmas concentragdes dos poluentes

utilizadas no Caso I1: funcdes degrau @y, =0.1, @y, =0.9 e @y, =09, @, =0.1¢e

@, =0.5, enquanto os valores assumidos a esquerda e a direita do raio de curvatura

medio sao invertidos, ou seja: a velocidade inicial € dada por v, =0.0, v, =1.0

enquanto a massa especifica inicial obedece a p, =0.1, p, =0.9.

dados
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1=0.8
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Solugio Exata do Problema de Riemann
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miciais

=02
=04
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Figura 7.19 Variacdo da densidade do gés, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, 1=1,2,3) com a posigdo radial para Ri=0.05 e «=0.8. Dados iniciais: Caso IlI.

Analogamente aos casos anteriores, a influéncia raio de curvatura pode ser

observada comparando as figuras 7.19 (Ri=0.05 e «=0.8) e 7.20 (Ri=2.05 e «=0.8) e

as figuras 7.21 (Ri=0.05 e a=0.2) e 7.22 (Ri=2.05 e a=0.2). Ao contrario do caso 2, 0

aumento do raio de curvatura diminui a curvatura da densidade proximo da superficie

externa da casca esférica (influenciando da mesma forma pa, pw, € pws). Como nos
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casos anteriores (I e Il), o aumento do raio de curvatura torna 0 comportamento da

velocidade mais uniforme no salto.

Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
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Figura 7.20 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, 1=1,2,3) com a posigdo radial para Ri=2.05 e «=0.8. Dados iniciais: Caso IlI.

Na figura 7.15 tem-se a variacdo de v, p e pa;, 1=1,2,3, considerando solugdes
exata e aproximada do problema de Riemann, para Ri=0.05 e =0.8; enquanto a figura
7.16 considera Ri=2.05 e «=0.8. A influéncia raio de curvatura &€ menor que no caso
anterior, cujo aumento diminui a curvatura da densidade proximo da superficie interna
da casca esférica, carregando esta influéncia para pw, paw, e pws. e torna o
comportamento da velocidade mais uniforme no salto. Comparando as figuras 7.19 e
7.21 e as figuras 7.20 e 7.22, ndo se observa influéncia da taxa de destrui¢do do

poluente 1, ao variar o parametro « de «=0.8 para o=0.2.
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Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
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Figura 7.21 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, i=1,2,3) com a posigdo radial para Ri=0.05 e ¢=0.2. Dados iniciais: Caso IlI.
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Figura 7.22 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, i=1,2,3) com a posigdo radial para Ri=2.05 e ¢=0.2. Dados iniciais: Caso IlI.
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No Caso IV sdo consideradas fun¢BGes degrau, que assumem um valor a
esquerda do raio de curvatura médio e um outro valor a direita do raio de curvatura
medio como condigdes iniciais para a velocidade (v, =1.0, v, =0.0), e para as
concentragdes dos poluentes, ou seja: @y, =0.1, Wy, =0.9, @y, =0.1, o,y =09 e
@y, =0.9, @ =0.1, enquanto uma funcdo linear decrescente € usada como massa
especifica inicial (p, =(N —-1+1.)/N).

A influéncia raio de curvatura pode ser observada comparando as figuras 7.23
(Ri=0.05 e a=0.8) e 7.24 (Ri=2.05 e &=0.8), que mostram a variacdo de v, p e paw,
i=1,2,3, considerando solugdes exata e aproximada do problema de Riemann. Ao
comparar estas figuras verifica-se que o aumento raio de curvatura diminui a
curvatura da densidade préximo da superficie interna da casca esférica. Porém a
influéncia em pan, pa, € pw; € praticamente imperceptivel, 0 mesmo ocorrendo para
a velocidade, Estas varidveis apresentam comportamento muito préximo ao se
comparar as solucgdes exata e aproximada do problema de Riemann, nos dois casos.

Como nos casos anteriores, ndo se observa influéncia da taxa de destrui¢éo do
poluente 1, ao variar o pardmetro « de «=0.8 para «=0.2, raz&o pela qual ndo foram

apresentados os resultados.



Solugiio Exata do Problema de Riemann

Aproximante de Riemann

dados | dados
miciais [~ “ - [ |iniciais | . _‘ I~
™~ | S N | S L_ ~J [N | B N L
|
-0 -
el o= ENENSE Al aN = ENEN gl
|
=04 1 =
N ENEN R L ~ - ENEBNE
|
1=0.6 - L =0.6 . L
~N SN N L —N NN
| |
=0.8 L — L
,/ﬁfl\\_ -‘ 7_J-l\.\ _Jl\ /—Jq_i =038 ‘/"FL«\\ 1 -__J-l\_‘ __Jl\ /‘_J‘_
| |
1=1.0 L =
s N BN SR SN BN BN
P v po, po, POy P Vo po, po, PO

140

Figura 7.23 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(oai, i=1,2,3) com a posicéo radial para Ri=0.05 e =0.8. Dados iniciais: Caso IV.
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Figura 7.24 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, i=1,2,3) com a posigdo radial para Ri=2.05 e «=0.8. Dados iniciais: Caso IV.
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No Caso V sdo consideradas funcGes degrau, que assumem um valor a
esquerda do raio de curvatura médio e um outro valor a direita do raio de curvatura

medio como condigdes iniciais para a velocidade (v, =1.0, v, =0.0), para a massa
especifica inicial (p,, =0.1, p, =0.9) e para as concentragdes dos poluentes 2 e 3,
ou sejai @y, =01 @, =09 e a, =09, @, =01, enquanto a concentracdo

inicial do poluente 1 € uma funcao linear decrescente (@, =0.1+0.8*((1 -1)/M)).

Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
dados | dados |
micials . || miciais | |
=02 [ ] ‘ =02 1 |
=04 | [ ‘ =04 |
1=0.0 f ] _ ‘ 1=0.06 |
=0.8 f ‘ 1=0.8 | |
1=1.0 . . . ‘ =1.0 I I I I |
.P v PO, | J.‘;{")z ";){")3‘ | P v Py p‘;")z | PU‘

Figura 7.25 Variacdo da densidade do gés, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, 1=1,2,3) com a posicéo radial para Ri=0.05 e «=0.2. Dados iniciais: Caso V.

Como em todos os casos anteriores, ndo se observa influéncia apreciavel da
taxa de destruicdo do poluente 1, ao variar o pardmetro « de a=0.8 para =0.2,
escolhendo-se, portanto, mostrar os resultados para ¢=0.2 para observar a influéncia

raio de curvatura, nas figuras 7.25 (R;=0.05) e 7.26 (Ri=2.05). Nota-se que 0 aumento
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raio de curvatura diminui a inclinagcdo da densidade proximo da superficie externa da
casca esférica. Como no caso anterior, a influéncia em pw,, pa, e pw; é praticamente

imperceptivel, mas se observa variacéo da velocidade na regido do salto.

Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
dados [ | — dados 1 | —
iniciais |7 ‘ | inicials r J |
o ]
=02 "_ | [ =02 ‘
i! — —— . lL — r S —|
1=0.4 I [] I =04 ] ] —
A I_II I _r,' Lo ~ :_I | (I
1=0.6 — I | =0.6 |
N | | _ [ _r r I _J I
1=0.8 — — | ] 1=0.8 — — | ]
- L — / | — L - — ’—: N [ —
=10 — | =10 ] |
[ / ] ] | ]
~ L/ S | A | B — | (N e | S J—
0 v po, po, PO, 0 v po, po, PO,

Figura 7.26 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, i=1,2,3) com a posigdo radial para Ri=2.05 e ¢=0.2. Dados iniciais: Caso V.
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7.4 Comparagdo direta entre a solugdo exata do Problema de Riemann e o

Aproximante

Neste item, para uma melhor comparacdo entre os resultados, obtidos através
do aproximante de Riemann e da solugdo exata do problema de Riemann sao
apresentados gréficos com a diferenca das mesmas. Os resultados foram obtidos
empregando o esquema de Glimm, sem a particdo do operador, para um problema
homogéneo para os 3 poluentes, sem termo de geracdo. Analogamente aos resultados
apresentados no item 7.1, sdo consideradas as seguintes simplificaches para a
obtencdo do problema homogéneo associado a equacédo (2.39): o problema é descrito
no sistema de coordenadas cartesianas e 0 termo de geracdo € suposto nulo,
r=—aw=0,i1=123.

Foram analisados todos os casos de condicGes iniciais apresentados no item
7.3 e os resultados, apresentados nas figuras 7.27, 7.29, 7.31, 7.33 e 7.35, foram
normalizados pela equacgéo (7.4). Estes resultados podem ser interpretados como se 0
raio de curvatura fosse infinito.

Os resultados séo apresentados em pares de figuras, onde a primeira considera
a comparacdo entre as duas metodologias empregadas para tratar o problema de
Riemann associado, colocando, lado a lado os resultados obtidos por ambas enquanto

a segunda apresenta, num mesmo gréafico, a diferenca entre as duas solugdes, para p, v

e pw, obtidas através das expressdes: &(p£)= Parox — Pexaar (V) =V v

aprox _ Vexata '

g(pa)l) = pa)laprox — PWeyara » 8(,0(02) = pa)Zaprox — PWyeyata » e(pa)3) = pa)3aprox — PWseyata
Estes ultimos resultados, mostrados nas figuras 7.28, 7.30, 7.32, 7.34 e 7.36, ndo
foram normalizados, o que permite visualizar diferencas significativas entre as duas

solugdes, mas pode mascarar diferengas muito pequenas.
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As figuras 7.27 e 7.28 referem-se ao caso |, mostrando claramente as
diferencas entre as duas metodologias de solucéo apresentadas, sempre que ocorrem
conexdes por rarefacdo. Neste caso, as diferencas sdo mais perceptiveis para pe v,
onde as conexdes mais suaves podem ser observadas na solugdo exata.

No caso Il, analisado pelas figuras 7.29 e 7.30, as solugdes também
apresentam diferencas observaveis para pe v, ndo sendo detectadas as pequenas
diferencas que ocorrem quando a solucdo exata origina conexdes por rarefacdo para
P,

As figuras 7.31 e 7.32 foram obtidas a partir das condicGes iniciais descritas
no item 7.3 como caso Ill. Neste caso, as solugdes pelas duas metodologias mostram
diferengas significativas, principalmente no caso da velocidade, como pode ser
observado na figura 7.32. A densidade também apresenta diferenca aprecidvel, mas a
escala utilizada ndo permite observar diferencas na concentracdo do poluente 1 e as
diferencas na concentragdo do poluente 2, observadas na figura 7.31 também n&o séo
completamente detectadas na figura 7.32.

O caso 1V, descrito no item 7.3, é apresentado nas figuras 7.33 e 7.34.
Observa-se que as conexdes da solugdo exata ocorrem por choques, permitindo
observar total concordéncia para todas as variaveis na figura 7.34.

As figuras 7.35 e 7.36 referem-se ao caso V, descrito no item anterior. Neste
caso, as diferengas entre as solu¢fes empregando o aproximante de Riemann e a
solucdo exata, mostradas na figura 7.36, sdo bastante acentuadas para a velocidade,
além de serem claramente observaveis para a densidade. No caso da concentracdo do
poluente 1, as minimas diferencas observadas na figura 7.35 ndo chegam a ser
detectadas na figura 7.36, enquanto sdo detectadas algumas diferencas nas

concentragdes dos poluentes 2 e 3, mas ndo todas.
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Figura 7.27 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, i=1,2,3) com a posi¢éo, para o caso I.

dados
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1=0.2

=0.4

1=0.6
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=1

Aproximante de Riemann - Solucio Exata
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Figura 7.28 Diferenca entre as solugfes apresentadas na figura 7.27, considerando as

variacdes de p, v e paj, cOM a posic¢ao.
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Figura 7.29 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(oawi, 1=1,2,3) com a posic¢do, para o caso Il.

Aproximante de Riemann - Solucio Exata

dados
miciais
| |
1=0.2 {1+
| |
=04 ————
| |
1=0.6
| |
=0.8 —
| |
=1 A

E(p)

&(v) &pe ) e(po,) E(po ;)

Figura 7.30 Diferenca entre as solucdes apresentadas na figura 7.29, considerando as

variagoes de p, v e paj, cOm a posicgao.
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Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
dados _| J o 7| J o
miciais | | L J | | | J
[— |
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Figura 7.31 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, i=1,2,3) com a posicéo, para o caso IlI.

Aproximante de Riemann - Solug¢io Exata

dados
miciais

1=0.2 _Fllr* |

=04 [y |

=08 || *J_ \l 7

/\ ( |

E(p) 8(v) EfPf)l)«S(po}S(PO

Figura 7.32 Diferenca entre as solugfes apresentadas na figura 7.31, considerando as

variacdes de p, v e paj, cOmM a posic¢ao.
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Solugio Exata do Problema de Riemann Aproximante de Riemann
dados |~ | ] | . S ‘ ] ‘ ~
niciais . L U~ L,_ . L UL 1_7
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Figura 7.33 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, 1=1,2,3) com a posi¢do, para o caso IV.

Aproximante de Riemann - Solugido Exata
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Bp)  a(v) E(Poy) E(po,) £(po>y)

Figura 7.34 Diferenca entre as solugdes apresentadas na figura 7.33, considerando as

variacoes de p, v e paj, cOm a posicao.
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Figura 7.35 Variacdo da densidade do gas, velocidade e concentracdo dos poluentes

(o, 1=1,2,3) com a posi¢do, para 0 caso V.

Aproximante de Riemann - Solugdo Exata

dados
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=02 —ﬂlL

=04 [ —nj
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kY
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L

Figura 7.36 Diferenca entre as solucfes apresentadas na figura 7.35, considerando as

variacgoes de p, v e pai, COm a posigéo.
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E interessante notar que, em todos os casos tratados na se¢do 7.4, apos calcular

0 erro médio percentual para as variaveis p e pm , definido como:

c 1 (R |Pexata — P aprox

» =) dr
Ar “R Pexata

(7.1)

:i Re [P exata — P D aprox dr | i=13
A Ar R @,
PO, exara

tem-se sempre: ¢, <0.6% e ¢, <0.6%.

Uma observacdo importante acerca do aproximante de Riemann empregado
neste trabalho é a economia de tempo computacional. A solucdo exata do problema de
Riemann, origina, a cada passo, 4 possiveis solucfes, sendo necessario uma selecdo
entre elas, que demanda esforco computacional. No aproximante proposto neste
trabalho, ndo ha necessidade de escolha de solugdes, uma vez que as conexdes sdo
sempre constantes por partes (tipo choque-choque). Na maioria dos problemas
simulados, a metodologia padrdo (solucdo exata do problema de Riemann associado )
consumiu cerca de 320 segundos, enquanto a matodologia proposta gastou cerca de
180 segundos, num computador “Intel Dual Core” E-5200 (2.5 GHz), com 2 GB de

RAM, DDR2.



Capitulo 8

Conclusdes e Sugestdes para Trabalhos Futuros

A metodologia numérica apresentada neste trabalho permitiu obter uma
técnica de aproximacao muito rapida e precisa para sistemas ndo lineares de equacdes
diferenciais parciais hiperbolicas, que podem representar matematicamente o
transporte de m poluentes na atmosfera. A parcela ndo homogénea das equagdes, no
caso estudado, devido a geometria esférica e ao termo de geracdo, foi tratada
utilizando uma técnica de fatoragdo do operador. Em outras palavras, o sistema
hiperbdlico ndo homogéneo resultante foi simulado através de uma combinacdo do
método de Glimm e da técnica de fatoragdo do operador.

O aproximante de Riemann proposto, que foi utilizado na implementacdo do
método de Glimm, permite uma solugdo computacionalmente mais rapida — utilizando
menos da metade do tempo de CPU, por ndo requerer a selecdo entre quatro possiveis

solucdes — que preserva as equagoes de conservacdo na forma fraca, utilizando uma
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precisdo préviamente escolhida em nivel global, que pode ser tdo grande quanto
desejado.

Dentre as metodologias numéricas normalmente utlizadas para tratar
problemas descontinuos, o0 método de Glimm ¢ o que melhor preserva a identidade do
choque. Embora sua aplicacdo esteja restrita a problemas unidimensionais, este
método apresenta duas caracteristicas importantes que devem ser salientadas. A
primeira ¢ que o método de Glimm classico tende para a solugdo exata (na forma
fraca) quando o comprimento dos degraus tende a zero e a segunda € a sua capacidade
de nao dissipar choques, preservando, desta forma, sua magnitude e sua posicao.

A técnica de fatoracdo do operador ¢ uma ferramenta simples e efetiva que
consiste, essencialmente, em tratar um problema simutidneo de forma seqiiencial. O
operador definido pelo sistema hiperbolico é decomposto em duas partes: a porgdo
meramente hiperbdlica — o problema homogéneo associado — que ¢é separada da sua
parte puramente evolutiva no tempo. O método de Glimm ¢ utilizado para obter uma
aproximacao inicial para o problema homogéneo, que ¢ posteriormente corrigida
utilizando a aproximacdo da parte puramente evolutiva no tempo — um sistema
ordinario — empregando o mesmo passo no tempo. Neste sentido, é possivel fazer uma
analogia com os métodos numéricos do tipo predi¢ao-corre¢ao.

Neste trabalho, a implementagdo do método de Glimm através de um
aproximante de Riemann foi comparada com a metodologia usual para utilizar o
esquema de Glimm — uma solu¢do completa do problema de Riemann associado. A
comparagdo entre as duas solugdes mostrou o bom desempenho do aproximante
proposto. Problemas simplificados, que se reduzem a sistemas de equagdes
diferenciais parciais homogéneas, foram simulados, para permitir uma melhor

comparacdo entre as duas formas de tratar o problema de Riemann.
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A técnica de fatoracdo do operador poderia ser estendida a problemas de
grande interesse, dentre os quais dois sdo particularmente relevantes. O primeiro seria
considerar os termos difusivos — uma vez que o processo de difusdo sempre esta
presente em fenOmenos reais, em maior ou menor grau. Ao utilizar a técnica de
particdo do operador, a parte puramente hiperbodlica ndo seria alterada e toda a
metodologia desenvolvida neste trabalho poderia ser aplicada. Os termos difusivos
poderiam ser tratados em conjunto com a por¢do evolutiva no tempo.

Outro problema de grande interesse surge a partir da incorporacao da
possibilidade de existéncia de rea¢des quimicas entre os constituintes da mistura na
descri¢do do fendmeno, que acarretaria numa real interagdo quimica entre todos os
componentes da mistura. No caso destes componentes serem poluentes, esta inclusdo

permitiria tratar problemas de grande interesse ambiental.
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APENDICE

Metodos Numeéricos para Leis de Conservacao

1. Introducao

A dificuldade de se obter uma solugdo analitica para problemas envolvendo
equagdes diferenciais parciais fez com que fossem desenvolvidos métodos numéricos
como forma de se chegar a uma solucdo aproximada do problema estudado. Nos
ultimos cingiienta anos, devido a crescente capacidade dos recursos computacionais,
simuladores numéricos eficientes e robustos surgem cada vez mais, nas diversas areas
do conhecimento cientifico. O termo simulador ¢ usado para designar programas
computacionais complexos, cuja base sdo equacdes diferenciais empregadas para

modelar um problema fisico.

A abordagem cléssica para a constru¢cdo de métodos numéricos de equacdes
diferenciais parciais emprega a substituicdo das derivadas da equagdo diferencial
parcial por aproximacdes discretas. No entanto, existe uma dificuldade em aplicar
estes métodos classicos no calculo de solugdes que podem ter uma caracteristica
descontinua. Lax e Wendroff [51] superaram tal dificuldade considerando
aproximacdes numéricas da formulacdo integral, ao invés da equagdo diferencial
parcial. Desta forma, eles introduziram a nogao de esquemas na forma conservativa,
no qual mostram que se o método numérico conservativo converge, entdo ele

converge para a solugdo fraca do problema de leis de conservagao.
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2. Esquemas Conservativos

Consideremos o problema escalar de Cauchy no espaco unidimensional, ou

seja,

6_u+ﬂ:0 ,u=u(xt) , f=f(u) xeR, t>0
ot ox (A1)
com u(x,0)=u,(x)

Podemos discretizar o plano X—t escolhendo, por exemplo, uma malha de

comprimento h=Ax , com espagamento de tempo K = At , definindo a discretiza¢do

dos pontos (X i ,tn) da seguinte forma:

Além disto, definimos:

h .1 h
Xj+1/2=xj+5= J+E

O principal objetivo de qualquer método numérico para resolver (A.1) é obter

aproximacoes urj‘ € R da solugdo u(x it ) .

Assim, uma forma de discretizar o problema (A.1) para chegar-se a solugdes
no sentido fraco, consiste em integra-lo em X e em t, transformando-o em uma forma
integral. Se tomarmos como dominios espacial e temporal os seguintes intervalos,

respectivamente:
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. . A AX
§ =X X ] = L A I

L, =[t,.t. ] =[ nAt,(n+1)At]

(A.2)

Entdo, a integral da equagao (A.1)

[ o

sera dada por:

J”m[ Xt ) ]dx+j““[( Xjaet)) - f(u(xH/z,t))}dt:O (A.4)

Podemos dizer, a partir de (A.4), que a quantidade de U contida no intervalo

(ou célula) I, somente varia no tempo At devido ao valor do fluxo f nos extremos
do mesmo (fronteira da célula).

Definimos u'} como o valor médio da fungao u(X,t) no intervalo I; e no
instante de tempo t, = nAt, ou seja,

n 1 Xjs1/2
UF&J_ "u(x,t,) dx (A.5)

Xj-y2

Logo, (A.4) pode ser reescrita como:

- () Tl 650 g

Se aproximarmos o termo integral em (A.6) pelos valores médios f" | , isto é,
IES
2

n 1t
fj% ZEJ;: f(u(Xjﬂ/z,t)) dt (A7)

Entdo, podemos escrever

U =+ e -fr) (A3)
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n

onde os valores f/,,,

chamados fluxos numéricos, representam uma aproximagao do

fluxo fisico f(u), em (A.l), nas fronteiras das células. A forma numérica de se

calcular estes valores resulta em distintos esquemas. Na pratica, estes fluxos sdo

calculados em fun¢ao das variaveis nas células vizinhas a |, segundo a seguinte

j 5
expressdo:

n _ n n n

2 = ¢(uj—m’uj—m+1"“"uj+l ) (A.9)
onde m e | sdo inteiros ndo negativos.

Um esquema conservativo para a lei de conservagdo escalar (A.1) ¢ um

método numérico da forma (A.8), desde que satisfaca (A.9).

Uma condigdo, fundamental, necessaria em relacdo a esta aproximagdo ¢ a
condi¢do de consisténcia. Para que um esquema seja consistente (represente fielmente

a equacao diferencial quando At -0 e AXx—0 ), ¢ deve ser tal que:

é(v,v,....,0)=f(v) (A.10)

Isto significa dizer que o fluxo numérico que busca aproximar o fluxo fisico

em um certo estado, a partir dos valores do fluxo em estados proximos, deve ser

exatamente igual a f(u) quando os estados proximos coincidem com v, isto &,

fiop (0.0,,0)=F(0) em u=0

Se um esquema conservativo consistente converge, o resultado ¢ uma solucao

fraca da equagao.

Dentre alguns exemplos de esquema conservativos podemos citar o esquema

de Godunov, o esquema de Lax-Friedrichs e o esquema de Lax-Wendroff.
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Teorema (Lax-Wendroff): Consideremos uma seqiiéncia de malhas indexadas por

=1,2,..., com pardmetros k,h —0, quando |—>o. Seja u,(x,t) uma

aproximac¢do numérica calculada usando um esquema consistente e conservativo na

malha |. Suponhamos que u, converge para uma fun¢do u quando | — co. Entdo

u (X, t) ¢ uma solucdo fraca da lei de conservagao, cuja definigo ¢ feita abaixo.

Definicdo: Seja u,(x,t) uma seqiiéncia de aproximagdes numéricas para a fungio

u(x,t). Dizemos que u, (x,t) converge para u(x,t) quando | — o, se:

1. Sobre qualquer conjunto limitado € =[a,b]x[0,T] no plano (x,t),
T b
Ju.—ul o =] [lu (6t)=u(xt) dxdt >0 quando I
0 a

1. Paracada T existeum R >0, tal que:
TV (u (t))<R , VO<t<T ,1=12,.

onde TV ¢ a variacdo total de u. No caso discreto, definimos a variacdo total de uma

seqiiéncia de valores discretos V" = (u';) por:

(A.11)

No caso linear, o teorema de equivaléncia de Lax estabelece que para um
método consistente, a estabilidade ¢ condicdo necessaria e suficiente para
convergéncia. Analogamente, para problemas ndo lineares, ¢ necessaria alguma forma

de estabilidade que garanta a convergéncia do método.
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Uma vantagem de esquemas conservativos e consistentes ¢ que, quando existe
convergéncia eles, automaticamente, convergem para solugdes cujas descontinuidades
satisfazem a condi¢ao de choque. Para garantir a convergéncia ¢ necessario definir

alguma forma de estabilidade.

Definigdo: Dizemos que um método numérico ¢ TV estavel se TV (V”) é
uniformemente limitado para todo n.

Um modo de assegurar a TV estabilidade ¢ requerer que a acdo do operador
de evolugdo temporal ndo aumente a variagdo total, de modo que a mesma, em
qualquer tempo seja uniformemente limitada pela variacdo total do dado inicial. Para
uma abordagem mais detalhada sobre a teoria de leis de conservagdo ver [36], [52],

[53] e [54].

Faremos aqui uma breve discussdo de alguns métodos numéricos utilizados na

solugdo de equagdes diferenciais parciais de leis de conservagao.

3. Esquema de Godunov

O esquema de Godunov [12] ¢ baseado em solugdes locais de problemas de

Riemann. Lembrando que a tnica solug@o entropica do problema de Riemann ¢ da

forma u(x,t)=w(x/t;u,,u,), onde W depende apenas de f ¢ assume duas

constantes de estado U. e Uy, separadas por vérias ondas, cujas velocidades sdo

limitadas por max{|f'(§)|:.§ € [uE,uD]}.
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Os resultados alcancados por Godunov motivaram varias linhas de
investigacdo com a finalidade de estendé-lo a varias dimensdes. Entretanto, todos
estes esquemas apresentam a desvantagem de requerer o conhecimento da solugdo
exata do problema de Riemann, o que os tornam, em geral, mais precisos, porém,
computacionalmente mais custosos. Este elevado custo computacional reside no fato
da necessidade de se resolver de forma iterativa um sistema de equagdes algébricas
ndo lineares para se obter a solucdo exata do problema de Riemann.. Uma alternativa
para contornar esta questdo, entdo, ¢ conseguir uma solucdo aproximada do problema,
o que ¢ feito através de esquemas menos custosos. Em geral, refere-se a este esquema

como um método de reconstrucdo evolutivo.
O processo de reconstrucao ocorre da seguinte maneira:

1. Inicializagdo — assuma que a solugdo numérica U’ no tempo t, j4 tenha sido

calculada e que a solugdo inicial u(} seja dada por:

W= [, (x) dx

" h e

2. Evolugdo temporal — procuramos a solugéo aproximada 0" (X,t) para o problema

(A.1), isto &,

80”(x,t)+6f(ﬂ”(x,t))

=0 Rx(t .t A.12
ot OX em X( ) ( )

ns - n+l

0" (xt,) =} (X) Xe (X0 Xpp2) (A.13)

Os problemas (A.12)-(A.13) podem ser resolvidos de forma exata em um

intervalo de tempo (t,.t,,,) pequeno, considerando que o dado inicial G(X,t) seja

uma funcdo constante (fungdo degrau), dando origem a uma sequéncia de problemas
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de Riemann. A solugdo exata até o momento em que as caracteristicas dos problemas

de Riemann vizinhos se interceptam ¢ obtida unindo-se solucdes locais de Riemann.

2. Reconstrucdo espacial: dado G”(Xt

> n+l

) no tempo t,, define-se a solugdo

aproximada U™ no tempo t , como a média desta solu¢do no tempo t,, , ou
seja,

N+l 1 Xj+1/2 < t d
u’ _EJ. a"(x.t,.,) dx (A.14)

Xj/2
Estes valores sdo, entdo, usados para definir novos dados iniciais constantes

para o problema de Riemann no intervalo de tempo (tn+1 L ) .

+1 1
=1

el
B

fed
- ©
Xiczap Xjo1p X

>

X
©

Figura A.1 — Método de reconstrucdo de Godunov. Dados iniciais constantes U? para

o problema de Riemann em (t,,t,,,).
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Figura A.3 — A solugdo u?” no tempo

constantes para o problema de Riemann em (t

t,., ¢ usada para definir dados iniciais

).

t

n+1°"n+2

Existem duas importantes caracteristicas neste método que o torna atrativo do

ponto de vista numérico. A primeira reside no fato da média celular (A.14) poder ser

calculada de uma maneira simples, a partir da forma integral da lei de conservagao,

ou seja,
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au" (xt)  f(a"(xt))

ot OX

e [0 (08) 0= = 107 (%,0.0)) - F (0 (3,.11))

It ]+1/2~
" dx dt
gt Txt)
/2

Xja/2 (

J-tt
. ) dx— J.”m” (x.t,) dx
J-tt

o[

:_[ lf(a“(xw, ) dt- f"“f(f‘n(xi—l/z’t)) dt}
|

:—[ f( Xisy2 ) dt - J‘M ( ‘l/z’t)) dt}

Usando a defini¢do em (A.14) e dividindo por h teremos que:

e 2P ) [ 1@ Gt o] s

A func¢do fluxo numérico é definida por:

fuu, )= [ (0 (00.0)) (A16)

n

Podemos reescrever (A.15) na seguinte forma conservativa:
upt = uf -2 F (U, ) - F (ug )] (A.17)

A segunda caracteristica ¢ que a integral a ser calculada em (A.16) ¢ trivial

uma vez que G”(XH/Z,t) ¢ constante no ponto X;,,, sobre o intervalo de tempo

(t,.t,,;). O valor constante de 0" ao longo da reta x= X;., depende apenas dos

n> - n+l
dados que definem o problema de Riemann, que neste caso sdo u? e urj‘+1 fornecidos

pela condicdo inicial a esquerda e a direita de X respectivamente. Definimos

j+1/2°
u (u u”“)zl]” (Xjﬂ/z,t)zcte V te(t,.t,., ). Entdo, o fluxo numérico em (A.16) se

IR ns n+l

reduz a:
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f(u?,u?+1)= f(U*(U?a“?H))

Assim, o método de Godunov pode ser reescrito da seguinte maneira:

=K () (o u0)) (a1

Para um periodo de tempo muito longo, a solugdo pode ndo mais permanecer

constante em X;,,, devido ao efeito das caracteristicas que surgem de problemas de

Riemann vizinhos. No entanto, como as velocidades das ondas sdo limitadas pelos
autovalores de f'(u) e os problmeas de Riemann vizinhos estdo a uma distancia h,

~n

a (Xj+1/2,t) serd constante sobre o intervalo (t,.t,,) contanto que k seja

n’ n+l

suficientemente pequeno, ou seja,

max <1 (A.19)

k n
Fﬂp (Uj)

onde /”tp denotam os autovalores de f’(u) . Este critério ¢ chamado de numéro de

Courant ¢ esta relacionado a estabilidade do método. Além disto, (A.19) pemite a

interacdo de ondas de problemas de Riemann vizinhos.

.‘&11{_..._)"21{_. .

! \\ P

k | \
[ 5 \ :
| o o i

: — h—]

Figura A.4 — Condi¢do CFL para o esquema de Godunov
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3.1. O Método de Godunov para a Equagdo de Advecgdo Linear

Considere o problema local de Riemann, utilizando a condigdo inicial, a

esquerda e a direita de X;,,,. Seja 0" (x,t) a solugio da equagdo de advecgdo linear,

ou seja,
~n 0"
au (X’t)+aau (X,t) =O em IR(tn’tnﬂ)
ot OX
U, x<x,
a"(x.t,)= :1 -
Uj+1 > X> X
Entao,

0" (x,1) = 0" (X=X, —a(t-1,)).t,)

Logo,

ut,a>o0
U*(U?’U,—“ﬂ)sgn(xj+1/2,t)={ujn 0 (A.20)

j+

Fazendo a" =max(a,0) , a =min(a,0). Como a=a"+a , de (A.20), obtemos a
seguinte formula de discretizagdo upwind:
F(UJLUL)=f(u'(Uful,))=auf+au] (A21)

j+1 j+l

A partir da de (A.21) definimos a seguinte nomenclatura:

Defini¢dao: Os termos upstream/upwind e downstream/downwind sdo definidos da

seguinte maneira:
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i) Para cada ponto X denotamos as diregdes a montante (ou upwind) e a jusante (ou

downwind) na dire¢do X, respectivamente como:
- dire¢do a montante € a diregdo de —a até x
- diregdo a jusante ¢ a dire¢do de +a até x

Para a fronteira X;,,, podemos definir n6 a montante e n6 a jusante, respectivamnete

comao:

- n6 a montante € o proximo n6 na diregdo de —a , por exemplo, x; para a >0
- nd a jusante € o proximo nd na dire¢do de +a , por exemplo, X;,, para a<0

A interpretagdo fisica do método de Godunov para a equacdo de adveccdo

linear pode se traduzir da seguinte forma: o fluxo numérico

F(UJ.”,UrI )=f(u*(U;‘,U” )) na fronteira de X;,, € obtido usando o valor

j+l j+l j

(U*(U;‘,U;‘H)) no n6 upwind de X, ,, isto €&:
au; , a>0
au?

j+l 0

F(U?>an+1)=f(u*(U?’U?ﬂ)): a<o0

De (A21) e visto que a=a"+a , chega-se as seguintes relagdes

alternativas:
F(Uj.Uj,)=(a-a )uj+aUj,

=auj“+a*(u.” U.”)

j+1 Y

(A.22)

F(U.Uf,)=aU]+(1-a")u]

j+l j+l

o (U7, -Uj)

i1 Y

A.23
=au’ ( )

j+1

Usamos a segunda rela¢do (A.23) para escrever F (U !

j+1°

U J”) como:
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F(Ul.Uf)=auj-a"(uj-uy,) (A.24)

Assim, de (A.22) e (A.23), o método de Godunov para a equagdo de advecgdo

linear apresenta a seguinte forma:

n+ n k n n n n
UM =y —F[F(uj,u )-F(U5,.u7)]

j+l
n k - n n + n n
=U] _H[a ( j+1_Uj)+a (Ui _UH)}

3.4. Esquema de Roe

Como vimos, acima, o método de Godunov requer o conhecimento da solugéo
exata do problema de Riemann na fronteira de cada célula, em cada passo de tempo.
No entanto, mesmo que fosse possivel resolver o problema de Rieman de forma exata,
na pratica isto seria computacionalmente muito custoso. Este fato sugere que se utilize
algum método numérico que aproxime a solug¢@o do problema de Riemann através de

técnicas computacionalmente menos dispendiosas. Desta forma, uma generalizagao

para o método de Godunov consiste em substituir u”(x,t) por uma solugdo

aproximada 0" (X,t) , que pode ser definida como a unido de vérias solugdes

aproximadas das solugdes dos problemas de Riemann em cada fronteira da célula.

1

im, uma vez 1 G , , : edi u
Assim, uma vez determinada 0" em [t ,t |, tomamos v]" como a média celular no

tempo t . , ou seja,

n+l *

oM =1J.”j a(xt,,) dx

j h e > N+l
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Tais solu¢des aproximadas dos problemas de Riemann sdo chamadas de

Riemann “solvers” (ou aproximantes de Riemann).

O aproximante de Riemann mais conhecido atualmente se deve a Roe [20],

cuja técnica consiste em determinar G(X,t), a solucdo aproximada do problema de

Riemann, resolvendo a equacdo linear da lei de conservagdo ao invés de resolver o
sistema ndo linear original. Desde a sua criacdo, este esquema tem sido ndo so
refinado como aplicado a varios problemas fisicos. Alguns autores, Einfeldt et al [55],
desenvolveram algumas modificacdes ao esquema original para evitar o chamado
problema de vacuum que ocorre proximo aos escoamentos de baixas densidades, Este

método tem sido aplicado, também, em problemas de escoamento multifasico.

A proposta de Roe foi resolver o problema de Riemann de forma aproximada,

utilizando a forma quasi-linear da lei de conservagdo, aplicando a regra da cadeia, ou

seja,
F t '_6u+8f(u)_0
orma conservativa : ot o
ou ou of;
A= =0 A(u). =—-
Forma quasi-linear: ot ( ) o com ( ), Guj (A.25)

Roe, entdo, substitui a matriz jacobiana em (A.25) por uma matriz constante,

que depende dos estados U.,u, , definida por:

A=A(ug,up) (A.26)
que ¢ uma fun¢do dos estados U.,U,, dando origem ao seguinte problema linear:

ou - ou
—+A(U.,Uuy)—=0
at ( E D)ax (A.27)
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Desta forma, o problema de Riemann original ¢, entdo, substituido pelo
problema de Riemann aproximado, que ¢ um sistema linear com coeficientes

constantes, 1sto &,

ou Aa_uzo
ot 19)4

Ug, Se Xx<0 (A.28)
u(x,0)=

Uy, se x>0

O problema acima €, assim, resolvido de forma exata, como visto no Capitulo

3, introduzindo as seguintes varidveis caracteristicas:
s=R" s=(5,5,08, )
- u 9 - 15¥25°5%p (A29)

onde R é a matriz dos autovetores a direita de A . Desta forma, o sistema (A.27)

pode ser desacoplado em p equagdes de advecgao linear, isto ¢,

%m%—o

=0 ,i=L2,..,
ot ' ox P

onde A sdo os autovalores de A . Desta maneira, os dados iniciais, em fungdo das

variaveis caracteristicas, passam a ser:

S =R7U; = , X<0

-1
S, =R U, = , X>0

Logo,
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Sp1 ~ Sgi

Spp ~ Sep

= (Sp1 = Se1 ) +-oeet (Spp = Sep )Ty =Zairi

onde a; =Sy, —Sg; € I, sdo os autovetores a direita de A . O estado intermediario na

solu¢d@o do problema de Riemann sera dados por:

u'=u.+ » ar
E ;) i (A.30)

Desta maneira, a funcao fluxo numérico € obtida da seguinte forma:

f(ug.up)=Au" =Au  +AY ar,
4<0

:f(uE)-{_Zﬂ’la‘iri

4<0

(A.31)

Entdo, o esquema de Roe pode ser escrito na seguinte forma conservativa:
At
n+l _ ;. /n n n n n
u =u —A—[f(uj,um)—f(uH,uj)] (A.32)

onde f ¢ calculada por (A.31).

Em resumo, este esquema consiste em substituir o problema de lei de
conservagdo ndo linear original por um sistema linearizado com coeficientes
constantes, mantendo-se, porém, os dados iniciais do problema.

~

A matriz A , para um sistema geral, com m leis de conservacdo deve

satisfazer as seguintes condicdes:
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i) A(ug,up) deve possuir autovalores reais. 4 =4 (Ug,Uy), tais que

A <A <A, e um conjunto completo de autovetores a direita, linearmente

A

independentes 121. IZZ, ..... k,, tais que ARi =i,|2i. Esta condigdo garante que o

"' m
aproximante deve preservar as caracteristicas matematicas do sistema ndo linear

original, ou seja, ele garante que o sistema seja hiperbolico.

1) A deve ser consistente com a matriz Jacobiana exata, isto €,
A(ug,up)—>A(u) (A.33)

Esta condicdo € necessaria para que seja possivel recuperar o algoritimo

linearizado a partir do algoritmo nao linear.

iii) Conservac¢do ao longo das descontinuidades, ou s¢ja,
f(up)—f(ueg)=A(up,ue) (A.34)

Assumindo que a primeira condi¢@o seja satisfeita, esta condi¢do garante que
se os estados Ug,U, estdo conectados por uma descontinuidade isolada, entdo o
aproximante reconhece esta onda exatamente, ou seja, a solugdo do problema

linearizado nos fornece a solugdo exata do problema de Rieman.

No caso de uma descontinuidade, a condi¢do de Rankine-Hugoniot estabelece

que:

f(uD)_f(uE)zs(uD’uE) (A.35)
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onde s ¢ a velocidade de propagacdo do choque ou da descontinuidade de contato.

Substituindo em (3.24), teremos que:

f(uD)_f(uE):A(uD’uE):s(uD’uE) (A.36)

~

Isto mostra que Uy -U, , neste caso, deve ser um autovetor de A com

autovalor s. Logo, a solucdo exata do aproximante do problema de Riemann

também consiste deste salto U, -uU; que se propaga com velocidade s.
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