PGMEC

PROGRAMA FRANCISCO EDUARDO MOURAO SABOYA DE
POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
ESCOLA DE ENGENHARIA

UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

Tese de Doutorado

MODELAGEM E SIMULACAO VIA
FORMULACOES MULTICAMPOS DE
GALERKIN MINIMOS-QUADRADOS DE
ESCOAMENTOS INERCIAIS DE FLUIDOS
DE BINGHAM

HILDA PARI SOTO

AGOSTO DE 2010




HILDA PARI SOTO

MODELAGEM E SIMULACAO VIA FORMULACOES
MULTICAMPOS DE GALERKIN MiNIMOS-
QUADRADOS DE ESCOAMENTOS INERCIAIS DE

Orientadores:

FLUIDOS DE BINGHAM

Tese de doutorado apresentado ao
Programa Francisco Eduardo Mourao
Saboya de Pé6s-graduacao em Engenharia
Mecanica da UFF como parte dos
requisitos para a obtencdo do titulo de
Doutor em Ciéncias em Engenharia

Mecanica

Maria Laura Martins Costa (PGMEC/UFF )
Sérgio Luiz Frey (UFRGS)

UniversiDADE FEDERAL FLUMINENSE
NiTEROI, 12 DE AGOSTO DE 2010



Ficha Catalografica elaborada pela Biblioteca da Escola de Engenharia e Instituto de Computagao da UFF

S718 Soto, Hilda Pari.

Modelagem e simulagdo via formula¢des multicampos de Galerkin
minimos-quadrados de escoamentos inerciais de fluidos de Birgham
/ Hilda Pari Soto. — Niterdi, RJ: [s.n.], 2010.

138 f.

Tese (Doutorado em Engenharia Mecénica) - Universidade
Federal Fluminense, 2010.

Orientador: Maria Laura Martins Costa, Sérgio Luiz Frey.

1. Viscoplasticidade. 2. Método de Galerkin. 3. Escoamento de
fluidos. 4. Minimos quadrados. 5. Modelo de Bingham I. Titulo.

CDD 531.38







DEDICATORIA

Aos meus pais, Justino e Juana



AGRADECIMENTOS

Ao longo destes anos tive a sorte de conhecer e conviver com
muitas pessoas que marcaram minha vida. O apoio recebido vai muito
além da formacdo que adquiri nestes anos no campo da mecanica dos
fluidos. Gostaria de manifestar minha gratiddo a algumas pessoas.

Em primeiro lugar, gostaria de agradecer a minha orientadora,
professora Maria Laura Martins Costa. Ela ndo apenas me introduziu
neste tema, mas guiou minha experiéncia profissional ¢ académica e
ajudou-me a construir as oportunidades que vém surgindo. Ao professor
Sérgio Frey, sou grata pelo estimulo e pelas criticas, que feitas no
momento certo, permitiram-me superar muitas limitagdes e atingir o
objetivo.

Meus pais sdo os maiores incentivadores de tudo em minha vida:
a eles dedico esta tese.

“In Memorian” ao meu querido sobrinho Luis Alexander.

Agradego aos meus irmdos Claver, Andrea Rosario, Esther,
Carlos e, especialmente, a Andrea Luisa e Miguel, pelo apoio.
Agrade¢o também a minha nova familia no Brasil, Edna, Patricia,
Katterine, e meus queridos sobrinhos Guadalupe, Ernesto e Bianca.

Tenho uma divida de gratiddo para meu querido, Jorge Luis, pelo
amor e apoio incondicional ao longo destes anos.

Nao esqueco de minhas queridas amigas que sempre estiveram

presentes nesta empreitada torcendo por mim, Maria Leny Ojeda, Ana



Leiva, Danielle Guerra, Lourdes Inagaki, Simone Pinto e Elizabeth
Morales.

Aos meus amigos do PGMEC, Eliane, Jorge Luiz, Rafael, Elkin e
Oscar e aos professores e aos meus colegas do LMTA, especialmente
Rodrigo, Leonardo, Matherson, Daniel, Marcelo, Marcos, Jorge e Luiz.

Aos colegas do LAMAC-UFRGS, especialmente ao Cleiton e ao
Lucas, pela colaboracao.

Finalmente, aos colegas de trabalho do LAGAS-INT, em especial

a Telma Villela, pela confianca e apoio na fase final da tese.



REsumo

Este trabalho enfoca aproximagdes de elementos finitos para o
escoamento de fluidos com tensdo limite de escoamento através de uma
expansdo planar abrupta. O modelo mecanico combina as equagdes de
balanco de massa e momentum com o modelo viscoplastico de
Bingham, regularizado pela equa¢do de Papanastasiou, descrevendo
com uma unica equacao as regides materiais escoadas e nao escoadas.
Uma metodologia de Galerkin minimos-quadrados (GLS) multicampos,
em termos de tensdo-extra, velocidade e pressdo ¢ empregada na
aproximac¢do dos escoamentos. Este método contorna a necessidade de
se satisfazer as condi¢des de compatibilidade entre os subespagos de
elementos finitos de pressdao e velocidade e de tensdao e velocidade.
Além disso, a escolha apropriada dos parametros de estabilizacdo —
residuos dependentes da malha, resultantes da minimizag¢do das
equacoes de Euler-Lagrange do problema, adicionados a formulagdo
classica de Galerkin, aumentando sua estabilidade sem prejudicar sua
consisténcia — torna a metodologia capaz de manter-se estdvel e precisa
em escoamentos sujeitos a altos numeros de Bingham e de Reynolds.
Foram simulados numericamente escoamentos do fluido de Bingham
através de uma expansao planar abrupta 1:4. Para escoamentos lentos,
investigou-se o efeito da tensdo limite de escoamento na dindmica de
materiais viscoplasticos, variando-se o nimero de Bingham de 0,2 até
100. A seguir, foram considerados os efeitos de inércia variando o
numero de Reynolds entre 0 e 50. Os resultados caracterizaram com
precisdo a morfologia das superficies de escoamento para altos valores

do nimero de Bingham em escoamentos com inércia.

Palavras-chave: Fluidos viscoplasticos, Formulagdes multicampos de Galerkin minimos quadrados,
Modelo de Bingham regularizado, Efeitos de Inércia, Escoamento com expansdo abrupta.



ABSTRACT

This work is concerned with finite element approximations for yield stress
fluid flows through a sudden planar expansion. The mechanical model is composed
by mass and momentum balance equations, coupled with the Bingham viscoplastic
model regularized by Papanastasiou (1987) equation, which describes yielded and
unyielded material regions by a single equation. A multi-field Galerkin least-squares
(GLS) method in terms of extra-stress, velocity and pressure is employed to
approximate the flows. This method is built to circumvent compatibility conditions
involving pressure-velocity and stress-velocity finite element subspaces. In addition,
thanks to an appropriate design of its stability parameters — mesh-dependent residuals,
resulting from the minimization of the Euler-Lagrange equations of the problem,
which are added to the classical Galerkin method, enhancing Galerkin stability
without upsetting its consistency — this methodology is able to remain stable and
accurate in high Bingham and Reynolds flows. Numerical simulations concerning the
flows of a regularized Bingham fluid through a one-to-four sudden planar expansion
are performed. For creeping flows, yield stress effects on the fluid dynamics of
viscoplastic materials are investigated through the ranging of Bingham number from
0.2 to 100. In the sequence, inertia effects are accounted for ranging the Reynolds
number from 0 to 50. The numerical results are able to characterize accurately the

morphology of yield surfaces in high Bingham flows subjected to inertia.

Keywords: Viscoplastic fluids, Multifield Galerkin least-squares method, Regularized Bingham
model, Inertia effects, Sudden expansion flow.
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Capitulo 1

Introducao

1.1. Consideragdes Gerais

Fluidos com comportamento newtoniano representam mais de 90% dos fluidos
presentes na biosfera, com relevante presenca na industria e no dia a dia da maioria
das pessoas. Entretanto um comportamento ndo newtoniano ¢ observado na maioria
dos fluidos sintéticos industriais bem como em fluidos com relevancia bioldgica
indiscutivel, como o sangue, s6 para citar alguns casos. A denominacdo de fluido nao
newtoniano ¢ normalmente empregada para materiais cujo comportamento se
enquadre entre dois extremos classicos — fluidos newtonianos viscosos e solidos
hookeanos elasticos — e que possam ser classificados como fluidos, embora esta

defini¢do ndo seja valida para todos os tipos de comportamento ndo newtoniano.



Exemplos de fluidos ndo newtonianos sao: petréleo bruto, fluidos lubrificantes
utilizados na perfuracdo de pocos de petroleo e gis natural, lamas provenientes da
industria extrativa, tintas, produtos cosméticos, colas, sabdes, detergentes,
medicamentos, alimentos na fase liquida ou que passaram pela fase liquida durante

sua preparacao.

A Mecanica dos Fluidos ¢ o estudo do comportamento dos materiais fluidos
quando em escoamento. A analise dos fendmenos da Mecanica dos Fluidos se baseia
na solucao simultanea de certo de numero de equagdes representando as leis fisicas
que governam os fendomenos considerados. Estas equagdes podem ser agrupadas em
duas categorias. A primeira, inclui as equacgdes que representam leis fisicas validas,
em principio, para todos os materiais mecanicos. Estas equagdes incluem as equagdes
de balango a conservagdo de massa, os balancos de momentum linear e angular ¢ a
conservagdo de energia, além de uma desigualdade, expressa pela segunda lei da

Termodinamica.

Um segundo grupo de equagdes representa leis fisicas que governam o
comportamento de materiais especificos. Segundo Astarita ¢ Marucci (1974), a forma
dessas equagdes depende da classe dos materiais considerados e do valor de seus
parametros. Estas equagdes, conhecidas como equagdes constitutivas, caracterizam as
propriedades fisicas do meio continuo estudado, estabelecendo uma relagao
matematica entre as variaveis que permite descrever o comportamento de um material
sujeito a a¢do de forcas. No caso de fluidos, as componentes do tensor desviador ou

viscoso estdo associadas a dissipacdo de energia.

Existem, basicamente, trés diferentes formas de abordagem de problemas em
mecanica dos fluidos e transferéncia de calor: experimental, tedrica (ou analitica) e

numérica (ou computacional). Na maioria dos problemas de Engenharia estas trés



abordagens podem ser convenientemente combinadas. Por exemplo, na simulac¢do
numérica de escoamentos turbulentos sdo, em geral, utilizados alguns parametros
obtidos experimentalmente. Além disso, muitas técnicas tedricas que utilizam
calculos computacionais podem ser classificadas como abordagens numéricas. A
Dindamica dos Fluidos Computacional (CFD) — que pode ser descrita de forma
generalizada como a simulacdo numérica de processos fisicos e/ou fisico-quimicos
que apresentam escoamento, tratando problemas de mecanica dos fluidos e de
transferéncia de calor — vem sendo cada vez mais aplicada na ultimas décadas,
principalmente devido ao aumento da disponibilidade de recursos computacionais e
da velocidade de processamento, possibilitando tratar de forma realista problemas

com grande complexidade e prever o desempenho de novos projetos ou processos.

A modelagem de fendomenos de interesse em Engenharia, como o estudo de
Dindamica dos Fluidos, usualmente origina equacdes diferenciais ou integrais. Estas
equagdes — exceto no caso de problemas mais simples, que permitem solugdes
analiticas — sdo tratadas computacionalmente através de métodos numéricos,
essencialmente técnicas que permitem encontrar solugdes aproximadas para elas. O
método de Elementos Finitos, amplamente utilizado na simulagdo de equagdes
diferenciais e integrais provenientes de modelagens de fendmenos de Engenharia, foi
introduzido nos anos 50 e no inicio dos anos 60 para a solugao numérica de equacdes
diferenciais parciais descrevendo problemas de Mecanica dos Solidos.
Essencialmente, o método era visto como uma generalizacdo dos métodos
anteriormente aplicados em célculo estrutural para tratar vigas, porticos e placas, nos
quais as estruturas eram subdivididas em pequenas partes — os elementos finitos —
com comportamento previamente conhecido (Johnson, 1987). Em 1980, Patankar

observou que, enquanto a metodologia de diferencas finitas ja estava bem consolidada



na area de Dinamica dos Fluidos Computacional, o método de elementos finitos
apresentava um desenvolvimento mais lento, se comparado as diferencas finitas ou ao
seu proprio sucesso na area de Mecanica dos Solidos. A partir de meados da década
de 60, teve inicio o estudo da analise matematica do método de elementos finitos,
fazendo com que ele se convertesse num método geral de solucdo numérica de
equagoes diferenciais parciais e equagdes integrais, aplicado em quase todos os
campos de Engenharia e Ciéncias Aplicadas. Como exemplos de aplicagdes podem
ser citados problemas de engenharia de estruturas, resisténcia de materiais, mecanica
dos fluidos, engenharia nuclear, electromagnetismo, propagacao de ondas, conducao
de calor, processos de convecgao-difusao e engenharia de petroleo.

O método de elementos finitos ¢ hoje uma das técnicas mais empregadas na
solugdo numérica de equagdes diferenciais parciais. Segundo Oden (1991) “talvez
nenhuma outra familia de métodos de aproximacao tenha tido tanto impacto na teoria
e aplicacdo de métodos numéricos ao longo do século XX”. Esta metodologia utiliza
uma formulagdo variacional equivalente, em vez de operar diretamente sobre sistemas
de equagdes diferenciais — como o método das diferencas finitas, na qual o problema
discreto ¢ obtido substituindo-se as derivadas por quocientes de diferencas,
envolvendo os valores das incdgnitas num nimero finito de pontos. O processo de
discretizagdo via elementos finitos reformula o problema de valor inicial e / ou de
valor de contorno na forma diferencial como um problema variacional equivalente,
sendo a solu¢do aproximada obtida através da integracdo de uma quantidade em um
dominio. A integral de uma fun¢do sobre um dominio arbitrario ¢ transformada num
somatorio de integrais sobre um conjunto arbitrario de subdominios — os elementos
finitos. Se estes subdominios forem suficientemente pequenos, fungdes polinomiais

podem representar adequadamente o comportamento local da solugdo.



Essencialmente, a aproximacao via metodologia de elementos finitos de uma equagao
diferencial ou integral ¢ iniciada através da formulagdo variacional do problema em
questdo. Em seguida, efetua-se uma discretizagdo — com a constru¢do de um
subespaco de dimensdo finita, normalmente um subconjunto do espago que denota o
conjunto de fungdes (candidatas a solugdo) admissiveis — que costuma ter dimensao
infinita. O proximo passo € a solugdo do problema discreto, seguido da programacgao
propriamente dita — a implementacao computacional do método.

Como vantagens do método de elementos finitos podem ser citadas (Johnson,
1987; Oden, 1991) a capacidade de tratar geometrias arbitrarias e condi¢des de
contorno gerais, uma vez que o método ¢, essencialmente, independente da geometria,
podendo ser aplicado a dominios complexos, sujeitos a condigdes de contorno
arbitrarias. Esta vantagem, além da capacidade de lidar com materiais com
propriedades variaveis ou com nao linearidades, ¢ particularmente importante quando
esta metodologia é comparada a diferencas finitas. Outra importante caracteristica ¢
permitir a utilizacdo de malhas ndo estruturadas, uma vez que a aplicagao do método
ndo requer, necessariamente, uma transformagdo global das coordenadas, podendo-se
adicionar ou suprimir elementos sem alterar a estrutura de dados global. Além disso, a
metodologia de elementos finitos, devido a sua estrutura clara e a sua versatilidade,
possibilita uma programagdo flexivel, levando a construcdo de cddigos
computacionais sistematicos de aplicacdo generalizada. (Existem diversos codigos
computacionais disponiveis, com amplo espectro de aplicagdes, muitos deles de uso
comercial.) Para finalizar, ¢ importante citar a fundamentagao matematica do método
de elementos finitos, principalmente devido ao intenso desenvolvimento da analise
matematica alcancado a partir dos anos 80. O so6lido embasamento matematico do

método de elementos finitos adiciona a ele confiabilidade, possibilitando, em muitos



casos, uma analise matematica com estimativa da precisdo das aproximagdes obtidas
através de sua aplicagao.

A metodologia de elementos finitos mais empregada ¢ o conhecido método de
Galerkin (Ciarlet, 1978), inicialmente introduzido para aproximar a solucdo de
equagoes diferenciais parciais em calculo de estruturas elasticas lineares, cuja
modelagem via elementos finitos normalmente origina operadores elipticos
simétricos. Esta metodologia nem sempre € a mais adequada para tratar problemas de
fluidos. Uma das razdes ¢ a presenga dos termos convectivos — inerentemente
assimétricos. A aplicagdo do método de Galerkin a problemas com operadores
assimétricos, como os problemas de mecénica dos fluidos, ndo obteve o mesmo grau
de sucesso atingido para operadores simétricos, tipicos de problemas de mecanica dos
solidos. Problemas, como a presenga ocasional de oscilagdes espurias no campo de
velocidades, tiveram que ser enfrentados para desenvolver metodologias de elementos
finitos capazes de simular adequadamente escoamentos de fluidos. Finalmente, outro
problema, ndo menos importante, que surge na aproximag¢do numérica destes
escoamentos € a coercividade, necessaria para assegurar existéncia e unicidade da
solucao da formulagao fraca (Hughes, 1987).

A aplicacdo do método de Galerkin nas aproximag¢des numéricas de
escoamentos incompressiveis apresenta algumas dificuldades (Johnson, 1987).
Inicialmente, tem-se a necessidade de compatibilizar os subespacos de elementos
finitos de velocidade e de pressdo, satisfazendo a classica condi¢do de Babuska-
Brezzi (Babuska, 1973; Brezzi, 1974) — uma vez que o campo de pressoes deve ser
computado como um multiplicador de Lagrange associado a restricdio de
incompressibilidade do campo de velocidades, gerando um problema misto em

velocidade e pressdao. Em outras palavras, a condigao de Babuska-Brezzi nao permite



que os subespacos de elementos finitos de velocidade e de pressao sejam gerados por
combinagdes arbitrarias de interpolacdes de elementos finitos. Esta condic¢do restringe
a escolha de elementos finitos, descartando combinagdes desejaveis como elementos
de igual ordem. Outra dificuldade surge no caso de formulagdes multicampos: a
escolha dos subespacos de elementos finitos de tensdo e de velocidade. A terceira
dificuldade seria a instabilidade inerente aos esquemas de discretizagcdo centrados —
obtidos tanto através da formulacdo de Galerkin como via diferengas finitas — na
abordagem de problemas advectivo dominados, devido a assimetria do operador
advectivo (Brooks e Hughes, 1982; Patankar, 1980). Esta instabilidade, que provoca
um comportamento oscilatério da discretizagdo via método de Galerkin, pode surgir
sempre que os efeitos de inércia forem levados em conta, podendo ser agravada pelas
ndo linearidades presentes nos modelos constitutivos de fluidos newtonianos
generalizados.

Os métodos estabilizados de elementos finitos sdo construidos adicionando-se
termos dependentes da malha aos termos da aproximagao classica de Galerkin — que
sdo fungdes dos residuos das equagdes de Euler-Lagrange, avaliados a cada elemento.
Além disso, os termos de estabilizacdo sdo consistentes (pois os referidos residuos sao
satisfeitos pelas solugdes exatas) e sdo numericamente estabilizadores, nao
necessitando satisfazer a condicdo de Babuska-Brezzi (Ciarlet, 1978). A primeira
metodologia estabilizada proposta foi o método SUPG “Streamline Upwind Petrov-
Galerkin” (Brooks e Hughes, 1982), usado inicialmente para tratar o problema de
adveccdo-difusdo e, posteriormente, estendido a outras aplicacdes. Uma outra
metodologia estabilizada serda empregada neste trabalho: o método de
Galerkin/minimos-quadrados (GLS), proposto por Hughes et al. (1986) para tratar o

problema de Stokes, que utiliza uma formulacao de minimos quadrados dos residuos



da formulacao de Galerkin para construir os termos de adicionais (de perturbacao).
Desta forma, ele aumenta a estabilidade da formulacdao original de Galerkin, sem
prejudicar sua consisténcia. Este método ja foi amplamente empregado para tratar
problemas estruturais ¢ de escoamentos de fluidos (Franca e Frey, 1992; Franca et al.,
1994). O método GLS estabiliza o operador advectivo da equagcdo de movimento,
adicionando um efeito “upwind” na dire¢ao das linhas de corrente do escoamento
(Brooks e Hughes, 1982; Franca et al., 1992), além de modificar a formulagdo
classica de Galerkin, ndo mais requerendo a satisfagdo a priori da condigdo de
Babuska-Brezzi (Hughes et al., 1986).

O objetivo deste trabalho ¢ empregar uma metodologia de elementos finitos
multicampos, estabilizado por uma formulagdo de Galerkin/minimos-quadrados
(Hughes et al., 1986), denotada por GLS, para simular escoamentos de fluidos de
Bingham regularizados pela estratégia proposta por Papanastasiou (1987). A
metodologia GLS modifica a formulagdo classica de Galerkin, sem requerer a
satisfacdo de condi¢des de compatibilidade envolvendo os subespagos de elementos
finitos para os pares pressdo-velocidade e tensdo-velocidade. O método permanece
estavel mesmo na aproximagdao de escoamentos advectivo-dominados, devido a
construgdo adequada dos parametros de estabilidade dos termos de minimos
quadrados das equagdes de equilibrio para o problema de escoamento do fluido
(Franca et al., 1992), além de se manter estavel e preciso para escoamentos sujeitos a
altos nimeros de Bingham e de Reynolds.

A simulagao numérica considera uma expansao planar abrupta 1:4, que, apesar
de ser um problema classico (“benchmark’) apresenta poucos resultados na literatura
para o caso de fluidos de Bingham-Papanastasiou. As influéncias da tensdo de

escoamento e da inércia na morfologia das regides materiais escoadas e ndo escoadas



sdo consideradas através da variagdo do nimero Bingham de 0,2 até 100 e do nimero
de Reynolds de 0 até 50. Os resultados numéricos comprovaram a boa estabilidade da

formulacdo empregada e estdo de acordo com a literatura.
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1.2. Revisdo Bibliografica

Materiais viscoplasticos sdo caracterizados por uma tensao limite de
escoamento, a partir da qual o material se comporta como um liquido viscoso. Bird et
al. (1982) apresentam uma revisdo abrangente acerca do comportamento destes
fluidos, incluindo os modelos de Bingham (para o qual sdo apresentadas algumas
solucdes analiticas), Herschel-Bulkley e Casson. O estado da arte para fluidos
viscoplasticos ¢ discutido por Barnes (1999), numa extensa revisdo bibliografica
cobrindo todo o século 20, que mostra a importancia do estudo do comportamento de
materiais viscoplasticos — solidos, solidos macios e liquidos estruturados — em
problemas de interesse. Neste trabalho, Barnes (1999) enfatiza a importancia da
definicdo adequada da tensdo de escoamento, um tema ainda controverso. Usualmente
a tensdo de escoamento de um soélido era definida como o ponto a partir do qual
qualquer aumento na tensao aplicada iniciaria no solido deformado um
comportamento caracterizado por deformagao permanente. Ja a tensdo de escoamento
de um liquido estruturado era normalmente considerada como o ponto a partir do qual
qualquer diminui¢ao introduzida na tensdo aplicada faria com que o liquido
deformado comegasse a apresentar um comportamento de solido, i.e., auséncia de
deformacdo continua no material. O desenvolvimento das técnicas experimentais
mostrou que, embora exista uma pequena faixa de tensdes na qual as propriedades
mecanicas mudam drasticamente (uma tensdo de escoamento aparente), estes
materiais mostram uma deformacdo lenta, mas continua e permanente, quando
solicitados por um longo tempo abaixo deste nivel, apos ter apresentado uma resposta
inicial elastica e linear a tensdo aplicada. A resposta de liquidos estruturados passa de

um comportamento caracteristico de fluéncia para as tensdoes mais baixas, quando as
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tensdes aumentam, apresenta uma dependéncia do tipo power-law e, geralmente, tem
comportamento newtoniano para as tensdes mais elevadas — passando por uma
transi¢do de uma viscosidade muito alta (>10° Pa.s) para um comportamento classico
de liquido (<0,1 Pa.s) — para uma variagdo relativamente pequena de tensoes. Apesar
de mostrar que a tensdo de escoamento nao pode ser considerada uma propriedade
fisica do material — abaixo da qual nao poderia haver escoamento — Barnes (1999)
sugere que seja considerada uma tensdo de escoamento aparente, valida para

aplicagdes de Engenharia.

Materiais viscoplasticos sdao descritos por modelos descritos por duas equagdes
com derivadas descontinuas, inconvenientes para aproximagdes numéricas, uma vez
que exigem o rastreamento da superficie de escoamento (a superficie que separa as
regides escoadas, que apresentam comportamento tipico de fluido, daquelas ditas ndo
escoadas — ou plasticas, nas quais ou nao existe movimento ou existe movimento de
corpo rigido). Por isso, existem poucas solugdes exatas para escoamentos de fluidos
de Bingham, por exemplo, para os casos de escoamento retilineo e de escoamento
circular de Couette (Lipscomb e Denn, 1984). Segundo Frigaard e Nouar (2005),
modelos de regularizacdo para a viscosidade sao os métodos mais utilizados para
tratar numericamente escoamentos de fluidos viscoplasticos. A regularizagdo consiste
em substituir o modelo que emprega duas equacdes por uma unica equagao, valida
para todo o dominio material, que, matematicamente, consiste em suavizar um
problema ndo diferencidvel. De um ponto de vista fisico, a viscosidade regularizada
tende para um valor grande — porém finito — quando a taxa de deformagdo se anula.
Frigaard e Nouar (2005) analisaram a convergéncia de trés metodologias de
regulariza¢do da viscosidade em escoamentos de fluidos viscoplasticos de Bingham,

em relacdo aos modelos exatos correspondentes. A primeira metodologia (Allouche et
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al., 2000) emprega uma equagdo algebricamente bastante simples e as outras duas
regularizagdes para viscosidade sdo amplamente usadas na literatura, e foram
propostas por Bercovier e Engelman (1980) e por Papanastasiou (1987). Uma outra
opcao para descrever escoamentos de fluidos viscoplasticos ¢ empregar um modelo de
bi-viscosidade, que foi utilizado por diversos autores (Lipscomb e Denn (1984);
O'Donovan e Tanner, 1984; Beverly e Tanner, 1992, Wilson e Taylor, 1996 ¢ Jay et
al, 2001). Esta abordagem prevé adequadamente os campos de tensdo na regido dita
escoada, mas sua implementacao ¢ mais dificil que a dos modelos com equagdes de
regularizacdo e eles ndo sdo tdo eficientes na previsdo das superficies de escoamento

(que separam as regides materiais escoadas € ndo escoadas.)

Souza Mendes et al. (1996), também usaram um modelo de bi-viscosidade
para analisar o escoamento permanente de um fluido de Bingham através de um
arranjo de tubos capilares, tanto via método de volumes finitos (Patankar, 1980) como
experimentalmente, e determinaram uma relagdo entre taxa de escoamento e queda de
pressdo, obtendo boa concordancia entre resultados numéricos e experimentais. Um
modelo de bi-viscosidade, modificado para a funcdo viscosidade, foi empregado por
Souza Mendes et al. (2000), na analise de um escoamento laminar em regime
permanente de fluidos newtonianos generalizados através de geometria axisimétrica
composta por uma expansao € uma contragao abrupta, obtendo boa concordancia o
modelo de Herschel-Bulkley. Mais uma vez, Souza Mendes et al. (2000) observaram
boa compatibilidade entre os resultados experimentais e numéricos (via volumes

finitos), exceto no caso de expansdes curtas.

Liu et al. (2002) simularam via elementos finitos escoamentos lentos de
fluidos de Bingham em torno de uma esfera rigida, comparando duas abordagens para

regularizar o modelo de Bingham — propostas por Papanastasiou (1987) e por
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Bercouvier e Engelman (1980), utilizadas respectivamente por Beris et al. (1985) e
Blackery e Mitsoulis (1997), obtendo concordancia com ambos modelos de
regulariza¢do — o que permitiu determinar as superficies de escoamento e obter uma
solucdo limite para escoamentos lentos de fluidos de Bingham em torno de uma
esfera. Liu et al. (2002) observaram que os dois modelos regularizadores nao
apresentavam diferencas significativas na convergéncia nem na localizacdo ou na

forma das superficies de escoamento.

Com o objetivo de representar de forma realista o comportamento dos liquidos
viscoplasticos, Souza Mendes e Dutra (2004) propuseram uma equagao constitutiva
para a fungdo viscosidade para fluidos viscoplasticos fortemente pseudoplésticos,
empregando apenas pardmetros reoldgicos. A equagdo foi ajustada para solugdes
aquosas de carbopol, para um fluido de perfuracao e outros fluidos de interesse. A
fungdo proposta ¢ continua, apresentando um plato a baixas tensdes de cisalhamento,
seguido por uma queda brusca da viscosidade para uma tensdo cisalhante limite — a
tensdo de escoamento — por sua vez seguido por uma regido power-law. Como a
fungdo viscosidade proposta por Souza Mendes e Dutra (2004) ¢ continua e apresenta
derivadas também continuas, ela ¢ conveniente para simulagdes numéricas. Este
modelo foi posteriormente utilizado por Souza Mendes et al. (2007a) para estudar o
escoamento interno de liquidos viscoplasticos através de dutos cuja geometria
consiste em uma expansdo abrupta axisimétrica seguida por uma contra¢do abrupta.
Neste trabalho, Souza Mendes et al. (2007a) definiram um parametro material
reoldgico adimensional (o numero de salto J — uma medida relativa do salto na taxa
de cisalhamento quando a tensdo de cisalhamento ¢ aproximadamente igual a tensao
de escoamento). Souza Mendes (2007) apresentou um procedimento alternativo para a

adimensionaliza¢ao de problemas de mecanica dos fluidos ndo newtonianos, baseado
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em parametros reoldgicos apenas, cujos valores independem da vazdo, para fluidos
pseudoplasticos, viscoplasticos, viscoelasticos e elastoviscoplasticos. O modelo de
Souza Mendes e Dutra (2004) foi também usado por Souza Mendes et al. (2007b)
para investigar o deslocamento de liquidos viscopldsticos em tubos capilares
provocado por injecdo de gas.

Gracas a sua facil implementagdo computacional, a regularizagao de
Papanastasiou (1987) ¢ largamente utilizada em simulagdes numéricas de
escoamentos de fluidos viscoplasticos, apesar da desvantagem de depender de um
parametro nao-reoldgico (numérico), que controla o crescimento exponencial do
termo de tensdo de escoamento do modelo classico de Bingham em regides sujeitas a
taxas de deformagao muito pequenas.

Abdali et al. (1992) simularam, por uma metodologia de elementos finitos,
escoamentos de fluidos de Bingham, regularizados pela equacdo de Papanastasiou
(1987) — que serdo denotados por escoamentos de Bingham-Papanastasiou ao longo
deste trabalho — através de uma contracdo abrupta 4:1 em canais axissimétricos e
planares. Os autores também levaram em conta efeitos de entrada e de saida,
buscando estudar o efeito das superficies de escoamento nos processos de extrusao.

Alexandrou et al. (2001) estudaram a influéncia relativa da inércia, da
viscosidade e da tensdo de escoamento no processo de enchimento de uma cavidade
por fluidos de Bingham- Papanastasiou, variando as condi¢cdes de escoamento e as
constantes reoldgicas. Os resultados obtidos através de um codigo comercial foram
capazes de identificar cinco diferentes regimes de escoamento, em funcdo dos
nimeros de Reynolds e de Bingham. Os autores enfatizaram a importancia da
determinagdo das regides escoadas e nao escoadas — separadas pela superficie de

escoamento — em problemas praticos de moldagem por inje¢ao, ndo apenas devido a
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natureza do escoamento, como também por sua influéncia nas propriedades do

produto final.

Peric e Slijpcevic (2001) utilizaram uma metodologia de Galerkin / minimos-
quadrados (GLS) de elementos finitos em dois campos para estudar o comportamento
evolutivo de fluidos de Bingham-Papanastasiou através de uma contragao planar
abrupta 3:1, concluindo que a metodologia GLS ¢ capaz de tratar adequadamente
escoamentos de fluidos viscoplasticos com relevancia industrial, como aqueles
empregados nos processos de extrusdo. Uma formulacdo GLS mista de elementos
finitos foi também utilizada por Zinani e Frey (2007) para aproximar escoamentos
lentos de fluidos de Bingham-Papanastasiou através de contracdes abruptas 2:1, com
geometrias planar e axisimétrica, permitindo concluir que o aumento do nimero de
Bingham leva a um aumento significativo da queda de pressao, devido ao crescimento
das regides materiais ndo escoadas através do canal com expansdo. A morfologia das
zonas escoadas e nao escoadas apresentada por Zinani e Frey (2007) concordou com

os resultados anteriores de Mitsoulis e Huigol (2004).

Uma revisdo das diferentes instabilidades no processo de extrusdao e das
condigdes para que elas ocorram ¢ apresentada por Denn (1990), Larson (1992) e Jay
et al. (1998a, 1998b). Segundo Jay et al. (1998a), em polimeros com alto peso
molecular pode-se observar um deslizamento macroscopico na extrusao, que pode ser
utilizado na reducdo de trincas e do inchamento dos polimeros. Jay et al. (1998b)
simularam numericamente (através de um codigo comercial) a extrusao de um fluido
ndo newtoniano puramente viscoso, utilizando uma lei obtida experimentalmente para
o deslizamento fortemente ndo linear, baseada na dindmica das cadeias moleculares e
observaram que o escoamento apresenta uma tensao critica, abaixo da qual ocorre

adesdo as paredes. Esta lei de friccdo foi empregada por Piau et al. (1998a) para
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estudar um escoamento de Poiseuille um fluido n3o newtoniano puramente viscoso,

analisando a transi¢do da adesao as paredes para o deslizamento.

Escoamentos de fluidos de Bingham-Papanastasiuvou também foram
considerados por Dimakopolous e Tsamopolous (2003), no estudo do efeito da tensao
de escoamento, da inércia e da pressdo aplicada no gés — em tubos retos e sujeitos a
restrigdes abruptas e em problemas de deslocamentos de liquidos causados pela
injecdo de gas. Este tltimo problema foi também analisado por Sousa et al. (2007),
que investigaram o deslocamento num tubo capilar, estudando os padrdes de
escoamento, as configuracdes da interface entre liquido e gés e a fracdo de massa de
liquido depositada, em fun¢ao de um numero de capilaridade para fluidos nao
newtonianos ¢ de uma tensao de escoamento adimensionalizada, equivalente ao
nimero de Bingham. Sousa et al. (2007) também consideraram fluidos
pseudoplasticos em seu estudo e verificaram que a fragdo de massa depositada nas
paredes decresce e a forma das interfaces torna-se mais achatada a medida que o

comportamento do fluido se afasta do comportamento newtoniano.

Mitsoulis e Huilgol (2004) estudaram, via método de elementos finitos, o
escoamento de fluidos de Bingham-Papanastasiou, em expansdes abruptas 2:1,
levando em conta efeitos de entrada e determinando a forma e a extensdo das
superficies de escoamento e a forma, o tamanho e a intensidade dos vortices, para
uma ampla faixa de nimeros de Bingham e de Reynolds, observando uma reducdo no
tamanho dos vortices com o aumento do nimero de Bingham, independente do
nimero de Reynolds. Os autores também determinaram a perda de carga localizada na
expansdo, obtendo valores para a correcdo de pressdes. Huilgol e You (2005)
resolveram, empregando principios e desigualdades variacionais € o método da

lagrangiano aumentado — desenvolvido por Fortin e Glowinski (Glowinski, 1984;
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Fortin e Glowinski, 1983) — escoamentos de fluidos de Bingham, Casson e Herschel-
Bulkley em tubulagdes de secdo circular e quadrada, comparando as velocidades dos
escoamentos pistonados, as vazdes e os fatores de atrito para estes fluidos.
Posteriormente, Huilgol (2006) desenvolveu um processo sistemdtico para determinar
a queda de pressdo minima requerida para iniciar o escoamento de fluidos
viscoplasticos em dutos com varias formas de sec¢ao transversal simétrica. O processo,
baseado em lemas desenvolvidos para fluidos de Bingham, ¢ aplicavel a outros

fluidos com tensao de escoamento, como os fluidos de Casson e Herschel-Bulkley.

Escoamentos de fluidos viscoplasticos em diferentes geometrias foram
simulados numericamente por diversos autores. Hammad e Vradis (1996) analisaram,
via diferengas finitas, o escoamento lento, incompressivel e em regime permanente,
de um fluido de Bingham através de uma contragao abrupta axisimétrica, levando em
conta o efeito da dissipacao viscosa. Os autores estudaram o efeito do aquecimento do
fluido, gerado pela dissipagdo viscosa, na alteracdo da tensdo de escoamento e o efeito
do niimero de Péclet no campo de temperaturas ao longo do escoamento. Hammad
(2000) analisou, via diferengas finitas, o efeito das condigdes hidrodindmicas em um
escoamento viscoplastico laminar ndo isotérmico no comportamento de um fluido de
Bingham escoando numa expansdo abrupta com uma obstrugdo variavel antes do
plano da expansdo. O autor observou que este problema de escoamento viscoplastico
com transferéncia de calor associada numa geometria complexa apresentava
caracteristicas diferentes do caso de escoamentos de fluidos newtonianos. Outros
experimentos com fluidos de Bingham e Herschel-Bulkley foram realizados por
Vradis e Otugen (1997) e Hammad et al. (2001), com o objetivo de avaliar os efeitos
da tensdo de escoamento sobre grandezas cinematicas como o perfil de velocidade e o

comprimento da recirculagao.
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Um interessante trabalho experimental foi realizado por Roberts et al. (2001)
que, empregando dados obtidos em redometros controlados pela tensao, apresentaram
curvas de escoamento (viscosidade versus tensdo cisalhante) para liquidos
viscoplasticos de interesse comercial exibindo comportamento fortemente
pseudoplastico — viscosidade variando acentuadamente com a tensdo cisalhante,
considerando trés diferentes modelos: o modelo de Cross a trés parametros, o modelo
de Ellis padrao (a quatro parametros) e, finalmente, um modelo composto de Ellis — a

oito parametros.

Neofytou (2005) comparou quatro modelos ndo newtonianos diferentes:
power-law, Quemada, Bingham e Casson, aplicados ao classico problema da
cavidade. O autor investigou os efeitos nao newtonianos, para os diferentes modelos
considerados considerando as caracteristicas pseudoplasticas e dilatantes dos fluidos.
Para evitar difusdo artificial, foi empregado um esquema numérico de volumes finitos
combinado a um esquema SIMPLE, com corre¢ao de pressoes e um esquema QUICK

para a diferencia¢do dos termos advectivos, com precisao de ordem 3.

Trabalhos recentes utilizando o modelo de Bingham justificam a importancia
de seu estudo. Pode-se citar uma aplicagdo a problemas praticos da industria, como,
por exemplo, a medicdo das dimensdes de cavidades proximas de um impulsor,
resultantes do processo de agitacdo em um tanque de kefchup, relevante para o projeto
de agitadores (Wilkens et. al, 2005). Outra aplicagdo importante € na lubrificagdo de
mancais hidrodindmicos. Segundo Gertzos et al. (2008) o modelo de Bingham
descreve adequadamente uma classe de fluidos inteligentes, como eletro-reologicos e
magneto-reologicos, que podem ser utilizados como fluidos para lubrificagdo de

mancais. Empregando um cdédigo comercial para analisar os pardmetros de
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desempenho de mancais hidrodindmicos, Gertzos et al. (2008) desenvolveram

diagramas — de facil utilizacdo em projetos de mancais.

O modelo de Bingham também foi empregado em redmetros de Couette (dois
cilindros co-axiais rotativos com escoamento de fluido de Bingham — o fluido
cisalhado — no annulus entre eles) por Estell¢ et al. (2008), que concluiram que a
aproximacdo de Bingham ¢ capaz de prever adequadamente a taxa de cisalhamento,
permitindo a obten¢do de curvas de escoamento, para escoamentos completamente
cisalhados. Outra aplicagdo relevante ¢ o estudo da estabilidade do escoamento de
Couette entre dois cilindros concéntricos nao axissimétricos realizada por Catton
(2006) para os modelos power-law e de Bingham, verificando que as regularizagdes
empregadas no modelo de Bingham dependem fracamente da equacdo reologica
escolhida e que a instabilidade no caso de fluidos de Bingham estd presente para

tensdes superiores a tensao de escoamento.

Singh e Denn (2008) simulam, via método de elementos finitos, 0 movimento
de bolhas e gotas em um fluido de Bingham, regularizado pela equacdo de Bercovier
e Engelman (1980), visando explicar o efeito de multiplas bolhas e multiplas gotas no
movimento. Os autores observaram que bolhas e gotas agrupadas requerem forgas de
corpo menores para se movimentarem que uma unica bolha ou gota, sendo este
comportamento verificado tanto para o movimento de bolhas e gotas em um fluido de
Bingham como para seu movimento em um fluido newtoniano. Roquet e Saramito
(2008) empregaram uma metodologia de elementos finitos mista, anisotropica e auto
adaptativa, para simular um escoamento de Pouseuille de um fluido de Bingham,
considerando condi¢des de contorno de deslizamento na parede, para um duto com

secdo quadrada, identificando diferentes regimes de escoamento.
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Objetivando modelar o problema de extrusdo, Mitsoulis (2007) simulou, via
elementos finitos, um benchmark classico: um “annular extrudate swell” num duto
usando o modelo de Herschel-Bulkley, regularizado por Papanastasiou (1987), que
pode ser reduzido, com escolhas de parametros apropriados, aos modelos de
Bingham, power-law e newtoniano. Os resultados apresentam a forma da extrusao, e,
em particular, a espessura e o diametro do inchamento do extrudado em fun¢ao de um
indice adimensional power law (no caso de pseudoplasticidade) e de uma tensao de
escoamento adimensional (no caso de fluido de Bingham). Para o modelo
viscoplastico de Bingham, a espessura do extrudado diminui, tendendo a zero a

medida que aumenta a viscoplasticidade (ou seja Bn—).

Aproximagdes numéricas de escoamentos incompressiveis através do método
de Galerkin cléassico em trés campos — que usam como varidveis primais velocidade,
pressdo e tensdo — enfrentam trés importantes dificuldades. A primeira, causada pela
restricdo de incompressibilidade, que gera um problema misto em velocidade e
pressdo, seria a necessidade de compatibilizacdo dos subespacos de aproximacdo de
velocidade e pressdo, que deveriam satisfazer a chamada condigdo matematica de
Babuska-Brezzi (Babuska, 1973; Brezzi, 1974). Esta condicdo ndo permite
combinagdes arbitrarias de fun¢des de interpolacdo para velocidade e pressdo,
impedindo a aproximagdo conveniente dos dois campos por elementos finitos de igual
ordem. A segunda seria a instabilidade na aproximacdo de escoamentos advectivo-
dominados, que gera oscilagdes espurias nos campos das varidveis estudadas. Esta
instabilidade ¢ inerente aos esquemas de discretizacdo centrais, que tanto podem ser
efetuados através da formulacdo de Galerkin quanto através de esquemas de
diferengas finitas (Brooks e Hughes, 1982; Hughes e Brooks, 1982; Patankar, 1980).

Finalmente, a terceira dificuldade surge no caso de um problema em trés campos, no
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qual devem ser satisfeitas condi¢des de compatibilidade tanto entre as fungdes de base
de velocidade e pressao (a condigdo de Babuska-Brezzi) quanto entre as fungdes de
base de velocidade e tensdo.

Estas dificuldades podem ser contornadas de duas formas: pode-se empregar o
método de Galerkin classico combinado a fungdes de interpolagao de elementos
finitos complexas ou manter fungdes de interpolagdo simples e modificar a
formulacao de Galerkin, utilizando as chamadas metodologias estabilizadas, que
consistem, em geral, na adicao de termos dependentes da malha a formulacao usual de
Galerkin, visando estabilizar a formulagdo e compatibilizar os subespagos funcionais
das variaveis. Como estes termos sao funcdes dos residuos das equagdes de Euler-
Lagrange, avaliadas a cada elemento, a consisténcia do problema fica preservada, uma
vez que suas solugdes exatas satisfazem estes residuos. Desta forma, as metodologia
estabilizadas aumentam a estabilidade do método de Galerkin classico, sem prejudicar
sua consisténcia.

O desenvolvimento de métodos estabilizados foi iniciado com a introdu¢ao do
método SUPG: “Streamline-upwind/Petrov-Galerkin” (Brooks e Hughes, 1982;
Hughes e Brooks, 1982), que consiste em adicionar as fungdes do método de Galerkin
classico uma perturbacdo atuando apenas na dire¢do das linhas de corrente do
escoamento (“streamline upwind”). Assim, a formulacio SUPG ndo necessita
satisfazer a condicdo de compatibilidade de Babuska-Brezzi para ser estavel. A
convergéncia da metodologia SUPG foi posteriormente estudada por Johnson et al.
(1984). Segundo Franca et al. (2003), a introdu¢do de metodologias estabilizadas de
elementos finitos e sua posterior generalizagdo foi uma das maiores contribuicdes

cientificas devidas a Hughes.
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Dentre as extensoes do método SUPG, destaca-se o método Galerkin / minimos-
quadrados (GLS), introduzido por Hughes et al. (1986), conforme j4 mencionado, no
contexto do problema de Stokes, que vem sendo aplicado com sucesso a problemas
estruturais e de fluidos. Posteriormente, o problema de Navier-Stokes foi simulado via
metodologia GLS por Franca e Frey (1992). Esta metodologia consiste na adi¢do, ao
método de Galerkin cléssico, de termos de perturbagdo dependentes da malha, que,
analogamente aos termos do método SUPG, sdo construidos a partir de uma
minimizacao (via método de minimos quadrados) dos residuos das equacdes de Euler-
Lagrange do problema, de forma a aumentar a estabilidade da formulacao de Galerkin
original sem prejudicar sua consisténcia, ja que a solucdo exata do problema satisfaz
os residuos da equacao de Euler-Lagrange. Estes métodos sdo construidos de modo a
ndo necessitarem satisfazer a priori a condi¢ao de Babuska-Brezzi, permitindo, assim,
empregar combinagdes de elementos finitos de mesma ordem para a aproximac¢ao dos
subespacos de velocidade e pressao nos problemas mistos. Além disso, estes novos
métodos estabilizam os operadores advectivos na dire¢ao das linhas-de-corrente dos
escoamentos, sendo capazes de captar precisamente recirculagdes de fluido, esteiras
de vortices e camadas limite severas.

E importante enfatizar que a metodologia GLS, além de simular adequadamente
escoamentos advectivo-dominados, permite contornar a necessidade de
compatibilizagdao entre as fungdes de base de velocidade, pressao e tensao. Segundo
Coronado et al. (2006) a metodologia GLS ¢ interessante para aplicacdo em
computacdo em larga escala, por gerar sistemas lineares que podem ser resolvidos por
esquemas iterativos e por permitir combinagdes simples de fungdes de interpolagao,
que podem ser implementadas de forma conveniente e eficiente em modernos

“clusters” com distribuicdo de memoria. Os autores observaram que os termos
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“streamline upwind” surgem naturalmente na formulacdo GLS, na qual funcdes de
base de mesma ordem podem ser usadas para todos os campos de variaveis e que as
equacdes algébricas ndo lineares resultantes originam uma matriz jacobiana positivo
definida, devido aos termos de minimos-quadrados. Além disso, as fungdes de base de
mesma ordem permitem uma numeragdo baseada nos nos, em vez de ser baseada nos
elementos, propiciando operagdes matriciais muito mais rapidas em maquinas
paralelas com memoria distribuida.

Formulagdes multicampos de elementos finitos foram introduzidas pela
primeira vez em termos de tensao, pressdo e velocidade, no contexto do problema de
Stokes. Marchal e Crochet (1986) propuseram uma aproximacao de elementos finitos
para a tensdo utilizando polindmios de Hermite como func¢des de forma, mostrando
que esta formulagdo assegura a mesma solucdo para os problemas em dois campos e
em trés campos. Em um trabalho subsequente, Marchal e Crochet (1987) introduziram
elementos finitos compostos por diversos subelementos, obtendo resultados estaveis
para os campos de velocidade e tensdo. Fortin e Pierre (1989) provaram que o
elemento proposto por Marchal e Crochet (1987) satisfaz a condi¢gao de Babuska-
Brezzi para os subespagos de tensdo e velocidade. Franca e Stenberg (1991)
introduziram uma formulacao estabilizada em trés campos baseada na formulacao de
Galerkin para o problema de Stokes, estabelecendo as propriedades de estabilidade e
de convergéncia. Outros autores também utilizaram formulagdes em trés campos
(Baranger e Sandri, 1992; Ruas et al.,1993; Baaijens, 1998; Araujo e Ruas, 1998;
Bonvin et al. 2001).

Behr et al. (1993) aprimoraram os resultados de Franca e Stenberg (1991),
utilizando uma formulagdo estabilizada em trés campos bastante semelhante, mas

incorporando os termos de inércia e usando um parametro de estabilidade que ¢ uma
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fun¢do do niimero de Reynolds de malha local e do tamanho dos elementos da malha.
Este conceito ja havia sido proposto anteriormente, para o caso de uma formulagao
estabilizada em dois campos por Franca e Frey (1992). Bonvin et al. (2001)
apresentaram uma formulagao estabilizada em trés campos para o problema de Stokes
baseada em uma versao linearizada do modelo de Oldroyd-B, dividindo a fun¢do de
viscosidade em duas partes: uma porcao polimérica e uma porcao de solvente. Este
conceito foi sugerido pela primeira vez por Crochet e Keunings (1982). Ruas e
colaboradores (veja, por exemplo, Araujo e Ruas (1998) e referéncias citadas)
propuseram novos elementos mistos e realizaram a andlise numérica de uma
formulacdo multicampos para o problema de Stokes. Zinani e Frey (2008)
empregaram um formulacdo de Galerkin minimos-quadrados multicampos, baseada
no esquema proposto por Behr et al. (1993), para simular escoamentos de fluidos de

Carreau através de contragdes abruptas.

1.3. Conteudo da tese

Finalizando este capitulo, para um melhor entendimento e apreciacdo deste
trabalho ¢ conveniente apresentar um plano geral de seus capitulos. Neste capitulo foi
feita uma introdugdo do trabalho, incluindo sua motivagdo e o estado da arte do

método de elementos finitos em fluidos e do escoamentos de fluidos inelasticos.

No capitulo 2, apds uma breve revisao de cinematica dos meios continuos, sao
apresentadas e discutidas as equacdes de balangco da Dinamica de Fluidos, supondo
escoamento isotérmico. No capitulo 3 s3o apresentadas as relagdes constitutivas

utilizadas na modelagem de fluidos inelasticos. Alguns fendmenos tipicos de
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comportamento nao newtoniano sao comentados. Ao final do capitulo apresenta-se o
modelo de Bingham regularizado pela equagdo proposta por Papanastasiou (1987),

que sera empregado neste trabalho.

No capitulo 4 apresenta-se a aproximagao por Elementos Finitos, inicialmente
empregando a formulagdo classica de Galerkin e, em seguida, a metodologia
estabilizada a ser empregada neste trabalho — a metodologia de Galerkin minimos-
quadrados com aproximagao em trés campos, a saber: pressao, velocidade e tensor
extra de tensoes. Ao final do capitulo, define-se o problema de valor de contorno a ser
simulado, sua aproximacdao via Galerkin minimos-quadrados e descreve-se a

metodologia de solugdo do sistema de equagdes discretizadas.

No capitulo 5 apresentam-se os resultados obtidos na simulagdo de
escoamentos de fluidos de Bingham-Papanastasiou em expansdes abruptas 1:4. No

capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes do trabalho e perspectivas futuras.
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Capitulo 2

Equacoes da Dinamica dos Fluidos

2.1. Introdugao

Neste capitulo sdo apresentadas as principais expressdes da mecanica dos
meios continuos que serdo usadas para descrever a dinamica dos fluidos. Uma
descri¢do mais detalhada pode ser encontrada em Gurtin (1981) e Slattery (1999).

A mecanica do continuo estuda a matéria em nivel macroscopico, supondo
escalas de dimensdes suficientemente grandes, se comparadas as escalas das
estruturas moleculares, de forma a tratar a matéria como um continuo, no qual todas
as quantidades fisicas de interesse — incluindo a densidade — sdo continuamente

diferenciaveis. Um corpo B de geometria conhecida, sujeito a carregamento
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conhecido no espago euclidiano tridimensional, ¢ considerado um conjunto de
particulas materiais (cada particula seria um conjunto de moléculas) e possui uma
distribuicdo de matéria continua no espago e no tempo. A regido do espago euclidiano
ocupada pelo continuo B num dado tempo ¢ ¢ denominada configuragdo do corpo. A
descrigdo matemadtica da deformacdo de um corpo continuo pode seguir duas
abordagens — descri¢do material ou lagrangiana e descri¢cdo espacial ou euleriana, que
¢ a mais utilizada em Mecanica dos Fluidos.

A figura 2.1 mostra uma particula P que ocupa inicialmente uma posicao X
numa configuracao de referéncia (estado nao deformado) e, apds a aplicagdo de um
determinado carregamento, o continuo assume uma nova configura¢do (estado

deformado), denotada por configuracdo atual ou deformada, na qual a particula P

passa a ocupar uma posi¢do X . Considera-se um sistema de coordenadas

cartesianas para especificar o ponto material P, tanto na configuragdo de referéncia

X:(Xl, X,, X3) como na configuragdo atual x=(xl, Xy, x3)

Estado
deformado

Estado nao
deformado

Figura 2.1. Representacdo grafica de uma deformacao arbitraria de um

material continuo.
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O comportamento pode ser determinado pelas equagdes de conservagao
(massa, momentum linear e angular e energia), pela segunda lei da Termodinamica e
por hipéteses constitutivas que descrevem o comportamento do corpo sujeito a acao
de forgas.

A modelagem dos fendmenos em dindmica de fluidos consiste numa
combinacdo das equagdes de continuidade e de quantidade de movimento linear com
uma relagdo constitutiva para o tensor de tensdes de Cauchy, originando um sistema
de equacdes diferenciais parciais, sujeito a condigdes iniciais € de contorno. Estes
problemas, em geral, ndo apresentam uma solucao analitica, o que leva ao emprego de
métodos numéricos, com o objetivo de se obter uma aproximacdo para a solucao do
problema original. A aplicagdo de métodos numéricos na resolucdo de problemas
provenientes da dindmica de fluidos origina a area denominada Dinamica de Fluidos
Computacional, uma linha de pesquisa fortemente explorada nos ultimos anos, em
funcdo de sua crescente aplicacdo nas mais diversas areas da Engenharia e, em

especial, a Engenharia Mecanica.

2.2. Cinematica

No movimento de particulas fluidas suas trajetorias podem ser descritas por
uma equagao que admite inversa, de forma a ter-se o movimento de uma particula
material no espago euclidiano dado por:

x=X(X,1) (2.1)
onde X=(X,,X,,X;) representa a posicdo na configuracio de referéncia da

particula observada. A descricdo dada pela equagdo (2.1) ¢ chamada descrigao
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lagrangiana, que caracteriza a posicdo X na configuracdo de referéncia da
particula P no instante ¢. Na descrigdo do movimento de um fluido, usualmente
trabalha-se com as chamadas coordenadas eulerianas (x,7) que estdo associadas a

configuragdo atual do corpo. Como a equagdo (2.1) ¢ inversivel, a posicdo na

configura¢do de referéncia da particula em observacao ¢ dada por: X =X""(x,1)
Seja ¢ uma quantidade fisica qualquer (temperatura, densidade, etc)
transportada pelo movimento das particulas em um fluido. Segundo a descricao
lagrangiana, esta quantidade é vista como @ =¢(X,7) . Por outro lado, na
descri¢io euleriana, a quantidade é representada por uma fungdo @ =@ (x,7) , que

denota o valor desta mesma quantidade no ponto X , no tempo ¢ . Assim,

descrevendo o caminho de uma particula fluida definido pela equagdo (2.1), podemos

expressar a taxa de variagdo da quantidade ¢(x,7) como,

od - _ o o
E([J[X (X,t),t]—aw(x,t)—i-(gradtp(x,t)) i(x,t) (2.2)

A taxa de variagdo da quantidade  , representada acima ¢ denominada
derivada material, ou seja,

d 5([/
= . 2.3
t(,u ; +(gradq/)u (2.3)

onde o primeiro termo representa a derivada local, que denota a dependéncia de
em relagdo ao tempo enquanto o segundo temo, a derivada convectiva, ocorre devido
ao transporte da quantidade ¢ em fungdo do movimento do fluido.

A distribuicdo de velocidades num meio continuo representa a taxa de
variacdo da posi¢cao de um campo material, sendo obtida a partir da derivada do

campo X (o movimento), dada por:
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u:¥:?i(X(X,t),t):X(X_l(x,t),t) (2.4)

Sua descricdo espacial, dada por: u(x,7)=u(X (X,7),t) , é usualmente empregada

em dinamica dos fluidos. Define-se a aceleracdo de uma particula como a taxa de

o ) 0 )
variacdo da velocidade a(x,? )ZEH(X ,1) , convenientemente expressa como a

derivada material de um campo espacial, dada por:

a(x,t)zgu(x,t)-l-(gradu(x,t))u(x,t) (2.5)

2.3 Conservagao de Massa

Seja ¢:R’XR—-R uma fungdo escalar, vetorial ou tensorial
continuamente diferenciavel e o mapeamento @ :IR’—IR’ , também, continuamente
diferenciavel. Considere o transporte de uma quantidade ¢ , em uma regido {2, |
com fronteira 0£2,=I", . Entdo, para cada {2, , considerando a transformag¢io de
Green (Slattery, 1999) tem-se o Teorema do Transportes de Reynolds:

d d
= wdQ:f[—W]dQJrfwundF (2.6)
dty o dt T

A massa de um corpo B independe do tempo. Considerando p=p(x,1)

sua massa especifica, a massa do corpo B ocupando uma regido (2 ¢ dada por.

M :f pdQ Logo a conservagao de massa pode ser expressa como:
Q

d
L[ pd Q=0
dtgp 2.7)
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substituindo no Teorema de Transporte, dado pela equagao (2.6), tem-se

j[@+pdivu]dsz:j[a—p+div(pu)]d!2:f@d!2+fpu-ndf:O

(2.8)
Como esta equagdo ¢ valida para um volume (2 arbitrario, o teorema de
localizagdo, Gurtin (1981), permite obter, para cada ponto, o balango diferencial, que

pode ser representado como

C;—’;+pdivu:g—f+div(pu):o (2.9)

No caso de escoamento isocdrico, a equacdo pode ser escrita como

divu=0 (2.10)

2.4. Balango de Momentum Linear

As equagdes de movimento para um corpo B sdo postuladas a partir da
aplicacdo do primeiro axioma de Euler. Além das forgas de corpo externas por
unidade de massa f(x,¢) atuando na configuragdo (2 do corpo, existem
também as forgas de contato exercidas pelo meio externo sobre a fronteira dessa
configuragio (0Q=TI) , representadas pelo vetor tensdo ¢ e medidas por
unidade de areade I .

Em um volume diferencial arbitrario, as forcas de contato representam as
forcas que, devido a presenga de tensdes internas, agem entre partes de um corpo B .

A forma das forgas de contato pode ser avaliada empregando-se a hipotese de Cauchy
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(Gurtin, 1981), um dos mais importantes axiomas da Mecanica do Continuo. Cauchy
supds a existéncia de uma densidade de forcas de superficie ¢=#(x,t,n) , definida
para cada vetor unitario normal exterior n e cada instante de tempo ¢ na trajetoria

(x,7) do movimento, dotado da seguinte propriedade: considerando uma superficie
orientada de I , um corpo com normal unitdria exterior » em X , o vetor

t=t(x,t,n) — denominado vetor tensio — representa a forca por unidade de area
exercida no interior do corpo, através da superficie I, por seu exterior. A
resultante de forcas ¢ de momentos da distribuicdo de vetores tensdo ¢ ¢
equivalente a resultante das forgas exercidas pelo lado exterior de I' no seu lado
interior — representando a forca de contato total exercida num corpo num dado
instante e a distribuicdo ¢ depende linearmente da orientacdo do elemento de

superficie, além de depender da posi¢do e do tempo.

Pelo principio da conservacdo de momentum linear temos que a taxa de
variagdo do momentum linear corpo contido num volume material (2 com fronteira
0Q=I |, em relacdo a um referencial inercial, ¢ igual a soma das forcas que atuam

sobre o corpo, ou seja,

difp(x,t)u(x,t)dQ:ft(x,t;n)dl"+£p(x,t)f(x,t)dQ 2.11)

o) T
Empregando os mesmos argumentos ja utilizados na conservagdo de massa,
utilizando a defini¢do do tensor de Cauchy (Gurtin, 1981) e o fato da equacdo (2.11)
ser valida para um volume arbitrario, podemos expressar o balanco de momento linear
para uma mistura de multiplos componentes a ser satisfeito em cada ponto, na forma

local:

d
pd—‘;:divﬂpf 2.12)
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2.5. Balango de Momentum Angular

Podemos definir a taxa de variagdo no tempo da quantidade de movimento
angular de um corpo B , em relagdo a um referencial inercial com origem o, como
sendo a soma dos momentos das forcas que atuam sobre ele. Assumindo a hipdtese
ndo polar, que supde que todos os torques que atuam no corpo B  sejam
provenientes de forgas atuando sobre B , a equagdo de conservacao de quantidade

de movimento linear sera dada por:

—J”‘ )Xp(x,t)u(x,t)d Q= fr )Xt(x,t;n)dI
(2.13)
[ roxe(x, 0f (x40

onde r =F(X) ¢é o vetor posi¢do a partir da origem o ¢ a for¢a por unidade de massa
[ foi definida anteriormente.
A forma local do balanco de momentum angular ¢ obtida combinando a
defini¢do do tensor tensdo de Cauchy, definido a partir do vetor tensdo:
t=t(x,t;n)=T(x,t)n e aequagio de conservagio de quantidade de movimento

linear (2.12). Essencialmente, ela impde a simetria do tensor de Cauchy,

T=T" (2.14)
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Capitulo 3

Relacoes Constitutivas

3.1. Introducao

As leis de balango para a massa, e para as quantidades de movimento linear e
angular foram postuladas independente do material considerado, ndo fazendo
nenhuma referéncia as propriedades do corpo em questdo. Supondo que o campo de
esforcos externos seja dado pelo campo gravitacional, o estudo da dinamica dos
fluidos requer uma equagdo constitutiva dos esfor¢os internos — exercidos por uma
dada por¢do no corpo nas porgdes vizinhas, expresso através do tensor tensdo de
Cauchy — que deve ser relacionado a deformagdo por ele causada. Resumindo, a
equacdo constitutiva deve expressar a relacdo entre as forcas de contato, os

movimentos e as deformacdes, através de uma representacdo matematica da
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dependéncia funcional entre a tensdo e a taxa de deformagdo, de forma
termodinamicamente consistente, ou seja, ndo violando a segunda lei da

Termodinamica.

Uma relagdo constitutiva ¢ construida supondo que o possivel comportamento
seja restrito por um conjunto de principios, a saber (Slattery, 1999; Ferguson e
Zemblowski, 1991): os principios do determinismo, da agdo local, da indiferenca

material, da objetividade material e da memoria evanescente.

Segundo Slattery (1999), os principios do determinismo e da agdo local sdo

satisfeitos supondo que a tensdo num ponto seja fun¢do do gradiente de velocidade no
ponto, ou  seja: T=H(u,Vu) , sendo Vu=D+W |, onde
D:1/2(Vu+(Vu)T) ¢ o tensor taxa de deformagio e W=1/2(Vu—(v u)T)
é o tensor vorticidade, podendo-se expressar a relagio como T=H(u,D+W)
Usando o principio da indiferenga material, apos concluir que D ¢é uma
grandeza objetiva enquanto W ¢é ndo objetiva, verifica-se que o tensor tensdo ¢é
funcdo do tensor taxa de deformacio: T=G(D) e a fungdo tensorial G deve
satisfazer a relacio QG (D)Q'=G(QDQ") ,sendo Q um tensor ortogonal.

No caso de materiais isotrdpicos, a forma mais geral para G satisfazendo essa

relacdo, obtida por Reiner e Préager (Slattery, 1999), ¢:

G(D)=T=B,+B8,D+B,D-D | onde os coeficientes B; sdo fun¢des dos trés
invariantes principais de D :  I,=rD=Vw I =1/2(I}~1I,) e

Il =detD | com IIDZZF(D'D):WDZ . Essa equacdo constitutiva satisfaz
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automaticamente o segundo principio de Cauchy, ja que o tensor taxa de deformacao

¢ simétrico.

3.2 Fluido newtoniano

A caracterizacao local do estado dinamico do escoamento de um fluido ¢ dada
pelo tensor tensdo T enquanto a caracterizagdo do estado cinematico pelo tensor
taxa de deforma¢do D . O comportamento newtoniano supde uma relagdo linear

entre o tensor tensao e o tensor taxa de deformagdo, consistente com o Principio de

Indiferenga Material, dada por:
T=6,1+8,D+5,D-D 3.1

Como a relagdo ¢ linear, B, tem que ser nulo, B, deve ser constante ¢ a
forma linear mais geral para B, seria uma relagdo dependente do trago do tensor
taxa de deformacdo D. Portanto a equacdo para fluidos newtonianos ¢ caracterizada
pelos seguintes coeficientes B, da equagio de Reiner e Priger: B,=—P+AV-u

B=2u e B,=0 . Logo:

T=(—P+AV-u)I+2uD (3.2)

onde P ¢ apressdo termodindmica, p a viscosidade absoluta ¢ o coeficiente A,
em geral, positivo, ¢ relacionado a viscosidade absoluta através da segunda lei da
Termodindmica, que permite concluir que A=>—2/3pu . A segunda lei também

impoOe uma restri¢do a viscosidade absoluta: u=0
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Neste trabalho serdo estudados escoamentos incompressiveis, sendo o tensor

tensao para fluidos newtonianos dado por:
T=—pl+2uD=—pl+T (3.3)

sendo T o tensor desviador ou viscoso (##T=0) , também denotado como tensor

extra de tensoes.

Esta equacdo ndo ¢ um caso particular de (3.2), uma vez que, para fluidos
incompressiveis, a pressdo termodindmica P ndo ¢ definida. A pressio p ¢ uma
pressdo hidrostatica ou média, podendo ser definida como p=-1/3trT | que

funciona como um multiplicador de Lagrange e nao ¢ variavel termodinamica.

A caracterizacdo local dos estados dindmico e cinematico, dadas por T e D,
pode ser muito simplificada em determinadas classes de escoamento, como para os

chamados de escoamentos viscométricos.

Considere o exemplo mais elementar de escoamento de cisalhamento simples,
no qual ocorre um deslocamento relativo de planos paralelos infinitamente delgados

do fluido, escoando em cisalhamento simples, como mostrado na figura 3.1.

5 T=F/4

Figura 3.1. Experimento ideal para determinar a relacdo entre as tensdes cisalhantes e
a velocidade de deformacao.

Assumindo o sistema de coordenadas cartesianas (X, X, X;) , onde a diregdo

X, ¢ adire¢dao do escoamento, a direcdo X, a direcdo da varia¢ao da velocidade
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do fluido, e a dire¢do X; ¢ uma dire¢cdo na qual ndo ocorre variagdo, devido a
hipotese dos planos infinitos. Portanto, os componentes da velocidade sdo dados por

u,=u,(x,)
u,=uy;=0

3.4
Nesse caso, a medida do estado da deformacgdo local ¢ dado pelo tensor tensao

de cisalhamento T , representado, neste escoamento, por
T=Tp (3.5

e a medida do estado da cinemadtica local da deformagdo ¢ dada pela taxa de

deformag¢ao y ,

= (3.6)

No escoamento cisalhante de um fluido newtoniano tem-se que T=puy ,ou ainda
T=2uD(u) (3.7)

onde u ¢ a viscosidade newtoniana do fluido, ou seja, uma medida da intensidade
da dissipagdo da energia que € necessaria para manter a deformacao irreversivel do
fluido. A viscosidade p de um fluido newtoniano € constante, para uma dada
temperatura e pressdao e¢ a equagdo (3.7) € conhecida como a lei de Newton da
viscosidade. Esta relagcdo constitutiva impde que cada componente do tensor tensao de
cisalhamento T ¢ proporcional ao gradiente de velocidade na dire¢ao normal a essa
componente — a chamada taxa de deformagao por cisalhamento fluido, y —sendoa
constante de proporcionalidade dada por sua viscosidade p (Ferguson e

Kemblowski, 1991).


http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Tens%C3%A3o_cisalhante&action=edit
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Tens%C3%A3o_cisalhante&action=edit
http://pt.wikipedia.org/wiki/Normal
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3.3. Comportamento nao newtoniano

De acordo com a lei de Newton da viscosidade (equacdo (3.7)) o diagrama que
relaciona a tensao de cisalhamento e a taxa de deformacao de um fluido newtoniano ¢
uma linha reta que passa pela origem. A inclinagdo dessa reta ¢ igual a viscosidade

u  do fluido e o diagrama do grafico TXy ¢é chamado de curva de escoamento.

Todos os fluidos ineldsticos que possuem uma curva de escoamento,
T=f(y) , ndo linear, ou mesmo uma curva linear que ndo passe pela origem
(exibindo tensdo de escoamento), sao chamados de fluidos ndo newtonianos. Esta
classificacdo, em oposicdo ao comportamento newtoniano, foi originada quando as
propriedades dos fluidos nao newtonianos eram consideradas anomalas. Hoje em dia,
a tendéncia ¢ considerar os fluidos newtonianos como um caso especial de uma
categoria mais geral de fluidos: os chamados fluidos newtonianos generalizados ou

inelasticos.

Os fluidos inelasticos sao fluidos dissipativos, por serem incapazes de
acumular energia interna por deformacdo de suas moléculas e posteriormente
devolvé-la ao escoamento, devido a uma mudan¢a de suas caracteristicas. Sua
propriedade fundamental ¢ a viscosidade de cisalhamento (ou viscosimétrica) e eles se
caracterizam por um tempo de relaxacao nulo. Fluidos newtonianos como ar e agua
sdo considerados inelasticos, uma vez que seus tempos de relaxagao nas CNTP sao da
ordem de 10"*s a 10"%s (Tanner, 1985), portanto, praticamente nulos. Nas solugdes
poliméricas, os aditivos que tornam a viscosidade de cisalhamento variavel e
dependente da taxa de deformagdo, sdo também responsaveis pela viscoelasticidade.

O comportamento inelastico, apesar de ser uma aproximacao, ¢ bastante util para a
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interpretagdo dos fluidos e a medicdo de sua viscosidade de cisalhamento. A

viscosidade de cisalhamento (n) ¢ definida a partir de um escoamento plano de
Couette, mostrado na figura 3.1, como a razio entre a tensdo de cisalhamento (T1,)

e a respectiva taxa de deformagdo (Y1) , ou seja: n=7t,/y,, com

Y =du,/dx,

Dois tipos de comportamento em relacao a viscosidade de cisalhamento n
sao apresentados pelos fluidos reais: pseudopléstico, também conhecido como
reofluidificante (“shear-thinning”), que representa os fluidos mais comuns, como
celulose carboxi-metilica ou goma de xantano. Este comportamento ¢ caracterizado
por um patamar de viscosidade constante a baixas taxas de deformagdo, Y, ,

quando n tem valor elevado e um segundo patamar de viscosidade constante a altas

velocidades de deformag¢do Y}, e pequenos valores de n , mostrados na figura
3.2. Entre estes dois patamares n diminui a medida que y aumenta. O outro
comportamento ¢ o dilatante, também conhecido como reoespessante (“‘shear-
thickening”), presente em suspensoes de particulas de formas irregulares e solugdes

de agentes tensoativos, caracterizado pelo aumento de n a medida que Yy

aumenta (Pinho e Cruz, 2006).

Dentre os fluidos ndo newtonianos, o comportamento mais comum € O
pseudoplastico, presente, por exemplo, em solucdes e ligas poliméricas, suspensdes de
particulas assimétricas (como fibras) e suspensdes coloidais. Ferguson e Zemblowski
(1991) propuseram uma explicagdo fisica simplificada para este fenomeno, que
poderia resultar da orientacdo das moléculas dispersas de polimeros ou particulas
assimétricas, da imobiliza¢do de parte da fase continua pelas particulas ou moléculas

dispersas ou da combinagdo dos dois fatores. Por exemplo, no caso de solugdes de
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cadeias poliméricas lineares com concentracdo suficientemente alta, as
macromoléculas em repouso podem embaragar-se, originando, com isso,
macromoléculas de tamanho efetivo muito grande. No processo de cisalhamento,
ocorreria um desembarago progressivo das cadeias poliméricas, que aumentaria com o
aumento da taxa de deformagdo, provocando uma diminui¢do no atrito interno do
sistema, devido a diminui¢do no tamanho efetivo ¢ na interacdo entre as

macromoléculas.

7

embaraco completo

=

log 7

desembaraco gradual
das moléculas &
desenvolvimento de
alinhamento

alinhamento completo

log 7

Figura 3.2. Curva de escoamento para uma solu¢do polimérica mostrando dois
extremos de um completo emaranhamento e alinhamento (Barnes, 2000).

Um processo similar ocorreria no caso das particulas assimétricas, que
ocupariam posi¢cdes completamente randomicas em repouso, movimentando-se
devido a correntes de convecgdo, originadas por diferencas de temperatura
(movimento térmico) alinhando-se, progressivamente ao longo das linhas de corrente,
devido ao aumento da taxa de deformagdo, o que provocaria diminui¢do no atrito
interno. Esta diminuicdo progressiva no atrito interno também poderia originar-se da

separacao de solvente e soluto em solugdes, provocada pelo aumento da taxa de
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deformacao y , que diminuiria a forte ligagdo das moléculas na fase continua (por

exemplo, devido a forgas de van der Waals ou pontes de hidrogénio).

Segundo  Ferguson e Zemblowski (1991) os mecanismos de
pseudoplasticidade (“shear-thinning”) também podem explicar as regides de
viscosidade constante ( n=n, para y—0 e n=n, para y—oo ,nas figuras
3.2 e 3.4) em sistemas com particulas assimétricas ou cadeias poliméricas lineares:
quando y—0 o efeito de orientacdo devido ao cisalhamento ¢ desprezivel e a
estrutura do sistema fica determinada pelo movimento térmico desorientado,
provocando um atrito interno constante, € maximo, no sistema; ja quando y—®© , o0
efeito de orientacdo devido ao cisalhamento ¢ maximo, provocando um atrito interno
constante, ¢ minimo. As teorias que explicam o mecanismo de pseudoplasticidade
supdem um ajuste imediato da estrutura do fluido as condi¢des de cisalhamento, uma

simplificagdo razoavel, devido ao rapido ajuste (Ferguson e Zemblowski, 1991).

O fenomeno de dilatancia pode ser explicado (Ferguson e Zemblowski, 1991)
considerando uma suspensdo altamente concentrada de particulas granulares num
liquido que, em repouso, tem o espago entre as particulas (preenchido pelo liquido)
proximo de um minimo. A baixas taxas de cisalhamento o atrito entre as particulas ¢
pequeno, porque o liquido atua como um lubrificante. A medida que a taxa de
cisalhamento aumenta o movimento entre as particulas, que provoca um aumento do
vazio (o espago entre as particulas) e o liquido torna-se insuficiente para preencher o
vazio, levando a uma diminui¢do do efeito lubrificante, que resulta num progressivo
aumento do atrito — por isso conhecido como dilatdncia. Ela também poderia ser
explicada no caso de suspensdes altamente concentradas de particulas com cargas
eletrostaticas de mesmo sinal. A forte forca de repulsdo entre as particulas a baixas

taxas de cisalhamento provoca um intenso movimento das particulas apesar de sua
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alta concentragdo e a viscosidade do sistema fica proxima da viscosidade da fase
continua liquida. A medida que a taxa de cisalhamento aumenta, a distribuicdo das
particulas vai perdendo a uniformidade e as particulas acabam por entrar em contato
entre si, formando uma rede de particulas e provocando um progressivo aumento do
atrito interno, que explica o comportamento dilatante (“shear-thickening”’). A medida
que a taxa de cisalhamento diminui, o sistema tende a voltar a seu estado “fluido”

(Ferguson e Zemblowski, 1991).

Ferguson e Zemblowski (1991) também explicam fisicamente fenomenos
ligados a tensdo de escoamento, que ocorrem em sistemas multifasicos, com uma ou
mais fases dispersas como bolhas ou particulas na fase liquida continua. A altas
concentracoes das fases dispersas, a interagdo entra as bolhas ou particulas pode levar
a formagdo de uma estrutura tridimensional, capaz de resistir a tensoes cisalhantes até
um dado limite (a tensdo de escoamento), comportando-se como um sélido abaixo
deste limite. Ao ser atingida a tensdo de escoamento esta estrutura se rompe € o
material inicia um escoamento, como um fluido viscoso, cujo comportamento pode
ser explicado pelas propriedades da fase continua. Segundo Ferguson e Zemblowski
(1991), particulas dispersas num liquido newtoniano tém comportamento de fluido de
Bingham, enquanto particulas dispersas num liquido pseudoplastico apresentam
comportamento de fluido de Herschel-Bulkley. Por outro lado, sempre que a tensao
cisalhante cair a valores abaixo da tensdo de escoamento, a estrutura instantaneamente

se reconstrdi e o material volta a se comportar como soélido.

Na figura 3.3 sdo apresentadas algumas curvas de escoamento de fluidos ndo
newtonianos inelasticos. Uma classificagdo preliminar dessas curvas distingue as
curvas que partem da origem, daquelas que apresentam uma interceptagdo no eixo da

tensao cisalhante. A primeira categoria descreve fluidos que ndo possuem a chamada
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tensdo limite de escoamento, e a segunda descreve fluidos que apresentam essa tensao
limite. A tensdo limite de escoamento consiste em uma tensdao de cisalhamento a

partir da qual o material comegaria a escoar.

AN

[a)

(b]

Figura 3.3 Curvas de escoamento de fluidos newtonianos generalizados (Ferguson e

Kemblowski, 1991).

As propriedades reoldgicas de fluidos que ndo apresentam tensdo limite sdo
descritas pelas curvas do tipo (a), (b) e (c). A curva (a) € uma curva de escoamento de
um fluido newtoniano, que modela adequadamente a maioria dos fluidos como gases,
liquidos puros e a maioria das solugdes de moléculas simples. No entanto, outros
fluidos com estruturas moleculares mais complexas tais como barros, pastas, géis,

solugdes de polimeros, fluidos organicos (sangue, mucosidades), graxas e o6leos



45

lubrificantes muito viscosos, apresentam comportamentos conhecidos como nao

newtonianos.

A curva (b) caracteriza os fluidos pseudoplasticos nos quais a tensdo de
cisalhamento tem um aumento proporcionalmente menor que o aumento da taxa de
cisalhamento, quando comparado a curva (a); enquanto a curva (c) caracteriza os
fluidos dilatantes com um aumento da tensdo de cisalhamento proporcionalmente
maior do que o aumento da taxa de cisalhamento da curva (a). O modelo mais simples
para o comportamento mostrado nas curvas (b) e (¢) € o modelo “power-law” de

Ostwald-de Waele.

As propriedades dos fluidos com uma tensdo limite — uma tensdao de

escoamento, Ty, cuja curva de escoamento intercepta o eixo do tensor 7em 7, — ou
viscoplasticos, sao descritos pelas curvas do tipo (d), (e) e (f)), ja que sua estrutura

interna possui alguma rigidez, originando uma tensdo cisalhante critica minima (71,),
que deve ser vencida para que se inicie o escoamento, comportando-se como fluidos
quando ¢ excedida determinada tensdo de cisalhamento e como solidos, em caso

contrario. Nestes fluidos o primeiro patamar newtoniano de viscosidade nao ¢

observado. A viscosidade 77 aumenta indefinidamente a medida que a taxa de
deformacdo y diminui. Exemplos de fluidos reais com este comportamento sdao
pasta de dentes, maionese, sangue e suspensdes de particulas, quando o solvente
apresenta moléculas de alto peso molecular. O caso mais simples consiste em uma
reta, mostrada na curva (d) da Fig. 3.3, que descreve o comportamento dos fluidos de
Bingham. As curvas (e) e (f) descrevem materiais com uma tensao limite e uma curva
de escoamento nao linear, os chamados fluidos viscoplasticos ndo-lineares, como, por

exemplo, o fluido de Herschel-Bulkley. (Ferguson e Kemblowski, 1991).
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3.4 Fluido newtoniano generalizado

Todos os comportamentos nao newtonianos inelasticos apresentados pelos
fluidos discutidos na Fig. 3.3 podem ser descritos pelo modelo de fluido newtoniano
generalizado (GNL), o qual generaliza a lei de Newton da viscosidade (equacdo (3.7))
permitindo que a viscosidade seja uma funcdo dependente da taxa de deformacdo do
material. Matematicamente, um fluido newtoniano generalizado, que representa um
fluido puramente viscoso com viscosidade dependente da taxa de cisalhamento ¢

descrito por:

T=nYy (3.8)
onde T representa a tensdo de cisalhamento, y a taxa de deformacdoe n ¢éa
viscosidade de cisalhamento, que depende da taxa de deformacao,

n=n (y):§¢ constante (3.9)

Considerando a relacao (3.8) para um escoamento geral de um fluido inelastico nao

newtoniano a forma tensorial fica:

T=2n(y)D(u) (3.10)

Conhecidas as viscosidades de cisalhamento, n(y) , esta equagdo permite

descrever os comportamentos observados na figura 3.3.

O escalar y (taxa de deformacdo) representa a norma de Frobenius do
tensor D | uma medida matematica da taxa de cisalhamento quando é suposto um

escoamento sujeito a cisalhamento simples, ou seja

y=(211,)"*=(21rD*)"* (3.11)
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O modelo mais simples para um fluido newtoniano generalizado ¢ o modelo
“power-law” de Ostwald- de Waele, capaz de descrever, da forma simples, curvas dos
tipos (b) e (c) observados na figura 3.3, além da curva (a). Neste modelo, o tensor

extra-tensao ¢ dado por (Slattery, 1999)
T=ky" (3.12)

com dois parametros reoldgicos a serem determinados: k e n. Para n=1 tem-se um
fluido com comportamento newtoniano, mostrado na curva (a), para #<l uma curva

n=n(y)=7/y# constante de escoamento do tipo (b) é obtida, caracterizando um
comportamento pseudoplastico, enquanto para n>1 o comportamento ¢ dilatante,
mostrado na curva (c). Considerando o modelo de Ostwald- de Waele, obtido a partir
de curvas empiricas ajustadas a partir de curvas experimentais de n(y) , pode-se
escrever a viscosidade de cisalhamento (a ser utilizada na equacao (3.10) que

caracteriza um comportamento newtoniano generalizado) como

n(y)=ky"" (3.13)

A equagdo (3.13) mostra que, para fluidos pseudopldsticos, (n<1) a
viscosidade n(y) ¢é uma funcio decrescente da taxa de deformacio y ,
enquanto a viscosidade n(y) ¢éuma funcio crescente da taxa de deformacio y
para fluidos dilatantes (n>1) . Naturalmente, para (n=1) , a viscosidade nio

varia com a taxa de deformacao.

Em quase todos os problemas industriais, a regido linear descendente (regido
“power-law”) de um grafico lognXlogy  mostrada na figura 3.4, ¢,
reologicamente, a regido mais importante. De fato, para muitos viscosimetros mais

simples e para muitos fluidos, ¢ quase impossivel obter dados para o platd horizontal
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da curva de viscosidade aparente n(y) . J4 a reta inclinada desta regido pode ser

descrita por uma simples expressao “power-law” como a equacao (3.13).

. n

log
A

Figura 3.4. Comportamento da viscosidade no modelo “power law”. (Barnes, 2000)

O modelo “power-law” para a viscosidade nio-newtoniana n(y) definido
na equacdo (3.13), ¢ o modelo empirico mais conhecido e o mais usado em
Engenharia, sendo empregado na solugdo analitica de uma extensa gama de
escoamentos. Pode-se obter uma estimativa aproximada do efeito da viscosidade nao-
newtoniana através de calculos baseados na equacdo (3.13). Entretanto, as limitagdes
do modelo “power-law” nao devem ser negligenciadas. Por exemplo, para fluidos
pseudoplasticos (n<1) o modelo prevé n—o para y—0 e n—0 para

y —o , embora nos dois casos o valor de /1 se aproxime de um valor constante
finito, ou seja para y—0 , n=n, enquanto para y—o , n=n, , com
Ny>N. ,para n<l . A figura 3.4, para um fluido newtoniano generalizado sem
tensdo de escoamento, ilustra esta tendéncia, identificando 3 regides: uma regido
newtoniana para baixas taxas de cisalhamento com viscosidade constante n=n, |,
uma regido para valores intermediarios da taxa de deformagdo com viscosidade

obedecendo a equagdo (3.13) e uma outra regido newtoniana para altas taxas de
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cisalhamento com viscosidade constante n=n,, . Como desvantagens do modelo de
Ostwald-de Waele, verifica-se que ele ndo ¢ capaz de determinar a viscosidade para
taxas de deformacdo muito pequenas ou muito grandes. Além disso, os pardmetros
reoldgicos k e n sdo insuficientes para determinar um tempo caracteristico, como seria
desejavel do ponto de vista da analise dimensional. Também nao € possivel relacionar

os parametros k € n com o peso molecular e concentracdo, ja4 que as correlagdes

padrao costumam ser descritas em termosde 1, € 1.,

Segundo Ferguson e Kemblowski (1991) uma curva de escoamento como a da

figura 3.4 ¢ adequadamente descrita por uma fun¢do obedecendo a seguinte forma:

n—ne _ .
no—nw_f(y) (3.14)

Os modelos de Carreau ¢ Carreau-Yasuda (uma extensdo do modelo de
Carreau) satisfazem este postulado. O modelo de Carreau-Yasuda ¢ um modelo com
cinco parametros reologicos, com flexibilidade para descrever uma grande variedade
de curvas experimentais de n(y) , mostrando-se util para simulagdes numéricas
que necessitam uma expressao analitica para a curva de viscosidade ndo-newtoniana.

Matematicamente, este modelo pode ser expresso por (Slattery, 1999):

n—Ne _ . \al(n—1)a
=|1+(A 3.15

onde 1N, representa a viscosidade aparente quando a taxa de cisalhamento tende a
zero, 1N, a viscosidade aparente quando a taxa de cisalhamento tende ao infinito,

A ¢ um tempo caracteristico do fluido igual ao inverso do valor da taxa de
deformacdo, y , no qual a pseudoplasticidade inicia, # o expoente “power-law”,
que descreve o coeficiente angular na regido “power-law”, e a um parametro

adimensional que descreve a regido de transicdo entre a regido para a taxa de
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deformacdo muito baixa e a regido “power-law”. Para muitos polimeros fundidos e
solugdes poliméricas concentradas, bons ajustes podem ser obtidos para os valores de

a=2 e n,=0" Logo, a equagio (3.15), originalmente proposta a cinco
parametros, passa a ter somente trés parametros, a saber, 1, , A e n . A
equacdo (3.15) com a=2 ¢ usualmente referida como modelo de Carreau, pois

parametro a foi introduzido, posteriormente, por Yasuda.

O modelo de Bingham — proposto por Bingham em 1922 — ¢ caracterizado

pela existéncia de uma tensdo limite de escoamento, To, a partir da qual o material
escoa como um fluido viscoso. O modelo de Bingham ¢ o modelo viscoplastico mais

simples, sendo dado por:

T=T,tn,y se 12T, (3.16)

y=0, se T<T,

onde To, que representa a tensdo de escoamento e 17,, a viscosidade plastica do
material, sdo os dois pardmetros reoldgicos. Como mostrado na curva (d), apos
atingida a tensdo de escoamento, a viscosidade ndo varia com a taxa de cisalhamento.

A partir de (3.16) verifica-se que a viscosidade obedece a

=T
n=—+n,, se T2T,

{

(3.17)

n—oo, se  T<T,

onde T, e 7], foram anteriormente definidos. Caso a tensdo de cisalhamento seja menor

que a tensdo de escoamento (T<Ty) ndo existira escoamento, ou seja, a viscosidade do
material tenderd a infinito. A equacdo (3.17) para a viscosidade de cisalhamento prevé
um valor de 77 que decresce a medida que y cresce. No caso limite (y—) ,a

viscosidade n—n, , logo o pardmetro 1, pode ser visto como uma viscosidade
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correspondente a taxa de cisalhamento infinita n, e a equacdo de Bingham pode ser

escrita como (Ferguson e Kemblowski, 1991):
T=To+tN.Y (3.18)

Os modelos viscoplasticos classicos apresentam uma descontinuidade no

campo de deformagdo para valores de tensdo iguais a To. Na verdade, como pode-se
verificar pela equacao do modelo de Bingham (equagdo (3.16)), nenhuma informagao
acerca da distribuicdo de tensdes pode ser obtida nas regides materiais rigidas.
Visando remediar este problema, Papanastasiou propds uma equacdo para a
regularizagdo das fungdes viscoplasticas (Papanastasiou, 1987). Esta equacgdo
apresenta um parametro de regularizacdo m, o qual, quando tende a infinito, faz com
que a funcdo viscosidade regularizada pela equagdo de Papanastasiou tenda a funcao
viscosidade do modelo original de Bingham. A regularizagdo proposta por
Papanastasiou tem a grande vantagem de gerar funcdes de tensdo de cisalhamento e
viscosidade viscoplastica continuas, validas tanto para as regides de escoamento como
para as regides rigidas. As fung¢des regularizadas para tensdo de escoamento e func¢ao

viscosidade propostas por Papanastasiou (1987) sdo dadas por

T=n,y+T[1—exp(-my)] (3.19)

U(Y):n,,+;—0[l—exp(—my)] (3.20)

O modelo mais simples capaz de descrever ¢ o modelo de Herschel-Bulkley
(Ferguson e Kemblowski, 1991):

([T:To-l-k;)” se  nN>T,

3.21
b'/:(), em caso contrario ( )
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que possui trés parametros reologicos: o indice de consisténcia, k& , o indice do

comportamento “power-law”, n e atensdo limite de escoamento, %.

Observa-se que o fluido de Bingham, para tensdes maiores que a tensdo limite
de escoamento (equagdo(3.18)), possui caracteristicas andlogas as do modelo de
fluido newtoniano (equagdo(3.3)). J4 o modelo Herschel-Bulkey (equagdo (3.21)),
para tensdes maiores que a tensdo limite de escoamento, possui caracteristicas
analogas as do modelo de fluido de Ostwald-de Waele (equagdes (3.12)-(3.13)).
Como, para alguns escoamentos de fluidos viscoplasticos, nem o modelo de Bingham,
nem o modelo de Herschel-Bulkey fornecem bons ajustes de dados reoldgicos,
utilizam-se outros modelos viscoplésticos, como os modelos propostos por Casson e,

recentemente, por Souza Mendes e Dutra (2004).

Conforme ja foi mencionado, a regularizagdo proposta por Papanastasiou
(1987) emprega um parametro de regularizacao m, de tal forma que quando m—0
a viscosidade de cisalhamento tende a fun¢do viscosidade do modelo viscopléstico
original, seja ele pseudopléstico, dilatante ou com viscosidade constante. No caso
particular do modelo de Herschel-Bulkley, equagdo (3.21), a regularizacdo proposta

por Papanastasiou fornece a seguinte fungdo de Herschel-Bulkley modificada
T=(1—exp(—ay))To+ky" (3.22)
onde « ¢ o parametro de regularizacao proposto por Papanastasiou.

Outro modelo proposto foi a fungdo bi-viscosidade modificada, a qual
apresenta um comportamento qualitativo bastante adequado para fluidos
viscoplasticos (Soares, et al., 1999). Matematicamente, o modelo bi-viscosidade ¢é

dado pela seguinte expressao:
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= T0+ky", se  y>y,

) A (3.23)
MoYo, s Y<Yo

onde 1N, ¢ a viscosidade do fluido para as baixas taxas de cisalhamento.

A fungdo modificada de Papanastasiou para o modelo de Herschel-Bulkley
(equacdo (3.22)) e a funcao da bi-viscosidade (equacdo (3.23)) sdo aplicadas para
diferentes taxas da taxa de deformagdo, sendo essas faixas delimitadas pela taxa de
deformagdo limite do material. Este fato, juntamente com a descontinuidade da
primeira derivada dessas funcdes, pode vir a inviabilizar a obten¢do de ajustes de boa

qualidade de materiais viscoplasticos (Souza Mendes e Dutra, 2004).

A partir destas dificuldades, Souza Mendes e Dutra (2004) propuseram uma
nova funcdo viscosidade, que serd denotada por funcdo SMD. Essa nova funcao
viscosidade ¢ continua e possui primeira derivada também continua, o que representa
uma grande vantagem em relagdo aos modelos classicos. O modelo SMD, para tratar
comportamento viscoplastico de fluidos, além de apresentar expressdes regularizadas

para o tensor T e para a fungdo viscosidade, utiliza apenas parametros reologicos,

a saber: a tensdo de escoamento 7, a viscosidade 77, quando a taxa de cisalhamento
tende a zero, o indice de consisténcia k e o indice de poténcia n. Este modelo prevé a

seguinte expressao para a tensao de cisalhamento:

T=(To+k(y)")(1—exp(=no ¥ /7)) (3.24)
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3.5. Algumas observacdes acerca do modelo de Bingham-Papanastasiou

Neste trabalho serdo simulados escoamentos de fluidos viscoplasticos de
Bingham (equag¢des (3.16)-(3.17)). Este modelo foi formulado de maneira a permitir
uma descontinuidade no campo de tensdes de cisalhamento, sendo incapaz de

fornecer qualquer informacao sobre a distribuicao de tensdes nas zonas materiais

sujeitas a tensdes menores que a tensdo limite de escoamento T, — as ditas zonas
rigidas ou ndo escoadas. A fim de remediar esta desvantagem do modelo,
Papanastasiou (1987) introduziu uma aproximacdo puramente viscosa, na qual as
zonas rigidas sdo consideradas como zonas extremamente viscosas. Gragas a esta
aproximacao, obtém-se uma distribuicdo de tensdes de cisalhamento continua para
todo o dominio de taxas de cisalhamento, que ¢ valido tanto para regides materiais
escoadas quanto para regides materiais ndo escoadas. Esta regularizagdo tem a
vantagem de assegurar boa convergéncia da aproxima¢ao numérica, além de permitir
uma caracterizagdo adequada das superficies de escoamento do material. Ela emprega
um parametro nao reolodgico m que controla a funcdo exponencial, assegurando um
crescimento muito rapido da viscosidade nas transi¢des de para regides escoadas para
regides nao escoadas. O modelo, que vem sendo referido no trabalho como modelo de
Bingham-Papanastasiou, expresso pelas equagdes (3.19)-(3.20), descreve por
equacdes continuas — validas para todo o dominio, a distribuicdo de tensdes de

cisalhamento ¢ a fung¢ao viscosidade.

Na figura 3.5, sdo mostradas curvas de escoamento adimensionalizadas,

considerando uma tensdo de cisalhamento adimensional T'=7/7,, onde T é a tensdo
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tensdo de cisalhamento e Ty a tensdo limite de escoamento. As curvas de escoamento

foram parametrizadas pelo parametro de regularizagao m.

100 —

T — & m=0.0001
— = m=10
— & m=100
- & m=1000
— 3¢ m=10000
10 - — m=100000
1
)/\
01 —=
0.01 i #* T T T 1
0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100

-
v
b

Figura 3.5. Curvas de escoamento para fluidos de Bingham-Papanastasiou,

considerando m=10* até m=10°.

Pode-se observar, a partir da equacao (3.19), que descreve o modelo de
Bingham-Papanastasiou, que, para valores elevados de m, tende-se,
assimptoticamente, ao modelo classico de Bingham, por outro lado, quando o
parametro regularizador m tende a zero, a equagao de Bingham-Papanastasiou fica
reduzida ao modelo linear para fluidos newtonianos. Analogamente, a figura 3.8,

obtida a partir da equagdo (3.20), mostra a variagao da viscosidade adimensionalizada

\

(M™=n/Mo, sendo Mo a viscosidade correspondente a tensio To) com a taxa de
cisalhamento. A figura permite concluir que, quando m — 0, n(y) tende a uma
fungio constante para fluidos newtonianos, enquanto para m — o, n(y) tende a

viscosidade de cisalhamento do modelo classico de Bingham.



56

100000 —
T"I £

——a—— m=10
—+— m=100
m=1000
m=10000
Bingham Classico

10000

1000

100

10

0.1 T T T T T T T 1
1E-005 0.0001  0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000
\
'
}

Figura 3.6. Variacdo da viscosidade com a taxa de cisalhamento para fluidos de

Bingham-Papanastasiou, considerando m=10 até m=10*.

Uma discussao detalhada acerca da influéncia dos parametros de regularizacao
na topologia da superficie de escoamento foi feita por Liu et al. (2002). Empregando o
classico escoamento em torno de uma esfera solida, os autores compararam e
analisaram duas abordagens diferentes de regulariza¢do para o modelo de Bingham, a
saber: uma variagdo da equa¢do introduzida por Bercovier e Engelman (1980) e a
equagdo de Papanastasiou (1987). Liu et al. (2002) observaram que as duas
metodologias produzem resultados qualitativamente similares para a topologia das
superficies de escoamento, porém, verificaram diferencas quantitativas tanto nas
superficies de escoamento quanto no coeficiente de arraste. Os autores verificaram
que, para valores pequenos do parametro de regularizagdo, foram observadas duas
regides interiores nao escoadas, na regido usualmente denominada polar e na

usualmente denominada equador. No caso limite da equagdao de Bingham — quando o



57

parametro de regularizagdo tende a zero — estas duas regides interiores ndo escoadas
aumentam de tamanho, mas no entanto, segundo os autores, nao ¢ possivel determinar
com certeza (devido a restricdes computacionais) o comportamento limite da

superficie de escoamento.
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Capitulo 4

Aproximacao de Elementos Finitos

4.1. Introdugdo

Os principios basicos do método de elementos finitos para a solugdo de
problemas de valor de contorno sdo o estabelecimento de uma formulagdo variacional
para o problema investigado, que ¢ construida a partir do produto interno entre as
equacdes que caracterizam o problema forte (as equagdes de balanco, combinadas as
hipoteses constitutivas, satisfazendo as condi¢cdes de contorno) e as fungdes de
aproximacdo selecionadas ao longo de todo o dominio do problema. A partir da
formulagdo variacional, constrdi-se uma solugcdo aproximada das equagdes

variacionais empregando fung¢des de interpolacdo de elementos finitos, ou seja

fungdes teste, que no problema tratado neste trabalho sdo dadas por: (8"v" ¢") [J X" x
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V* x P". O dominio do problema ¢ particionado em elementos finitos ndo superpostos
e as aproximagdes de elementos finitos para as varidveis primais sdo construidas

como combinagdes lineares de funcdes de forma de suporte compacto conhecidas e
graus de liberdade incognitos — neste trabalho: (T-p-u), os quais serdo determinados
pela solugdo numérica do problema matricial associado.

Os problemas abordados sdao definidos em um dominio aberto limitado

QcRY ,sendo N o nimero de dimensdes espaciais consideradas no problema,

com fronteira I poligonal,

r,ur,, i
[,O[,=0, TI,#0 .1

onde I, ¢ a por¢do da fronteira I' na qual sdo impostas as condi¢des de

contorno de Dirichlet (essenciais) e I, a regido na qual sdo prescritas as condigdes

de contorno de Neumann (naturais).

Sobre o dominio fechado Q realiza-se uma particdo 2, de elementos

finitos, com dominio elementar €2, na forma:

J Q= Ukec, QK
{QKIHQK;H, VK, K,eQ,

Assim, a aproximacgio de uma variavel U por U", pertencente a discretizagio €2, , ¢

entdo representada como uma expansao na forma:
n+1
U'=) N,(x)d, (4.3)
A=1

onde N, e d, representam a fungio de base e o grau de liberdade associados ao

ponto nodal global 4 da discretizagdo €2, , respectivamente.

Para os espagos polinomiais, adota-se a notagao:
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para K tridngulo ou tetraedro,

l 0,K), para K quadrilatero ou hexaedro (4.4)

onde m=>0 ¢ o grau de interpola¢do dos elementos finitos dos tipos P, ¢ 0,

(Ciarlet, 1978).

4.2. Problema de Valor de Contorno

O problema forte ¢ construido combinando-se as equagdes de conservagao
de massa e momentum linear, equacdes (2.12) e (2.14), respectivamente, supondo
escoamento isocorico em regime laminar e permanente, € uma hipotese
constitutiva para o tensor extra tensdo T considerando um modelo de fluido

newtoniano, ou newtoniano generalizado definida no capitulo 3, ou seja, o tensor

tensdo T relaciona-se com a deformacdo do fluido através de um modelo GNL,

T =—pl+T

=—pl+2n(y)D(u) em Q (4.5

onde p representa a pressdo, n(y) a viscosidade, que é funcio da taxa de

deformacao e D(u) o tensor taxa de deformacao.

A formulagdo do problema forte, considerando trés campos (T, p,u) ¢é

dada pelas seguintes equacoes:

p(Vu)u+V p—divt=pf em Q

T—2n(y)D(u)=0 em
divu=0 em (2 (4.6)
u=u, sobre Fg

(—pl+T)n=t, sobre T,
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onde p representa a massa especifica do fluido, p apressdo, u# o campo de
velocidades admissivel, D o tensor taxa de deformagdo, a for¢a de corpo f

serda dada pela a aceleracdo da gravidade g e [, representa a forca de
superficie. Além disso, n(y) ¢éa fun¢do viscosidade, £ representa o dominio
interno, I', a parte do contorno I’ onde condigdes de Dirichlet sdo impostas

e I, aparte docontorno I onde sdo impostas condi¢des de Neumann.

4.3. Formulacao de Galerkin

O método de Galerkin caracteriza-se por apresentar fungdes peso e teste
pertencentes ao mesmo espago de fungdes, nas aproximacgdes por elementos finitos de
um problema. Neste trabalho, que utiliza uma formulacao em trés campos, as fungdes
solugdo — ou seja os graus de liberdade a serem determinados — sdo 1", u” € p”, (tensor

extra tensdo, velocidade e pressdo), enquanto as fungdes teste sdo S”, v' e ¢".

O método de elementos finitos emprega uma aproximacao conforme que se
baseia no fato dos subespacgos de elementos finitos serem subconjuntos dos espacos
funcionais, ou seja, os espacos de dimensdo infinita empregados na formulagdo
variacional sdo aproximados por subespacos de dimensdo finita convenientes, por
exemplo, os espacos funcionais dos campos de pressdo, velocidade e tensor extra
tensdo virtuais, P, V, e X respectivamente, sdo aproximados pelos subespagos

pP'ovh e 3" P' v" e X" .Como ossubespacos P, V" e 3" sido

subconjuntos dos espagos P, V', e X , pode-se escrever:
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P'cP  (ou seja, se q"eP", entio ¢'eP)
Vicy (ou seja, se v'eP" entio V'eV) 4.7)
Shex (ou seja, se S"eZ" | entio S"eX)

oindice & fazreferéncia a discretizagdo do dominio, {2, | parametrizada por um
comprimento caracteristico dos elementos / . A equacdo (4.7) define o que ¢
conhecido em Teoria de Fungdes como uma aproximagdo interna, uma caracteristica
organica dos métodos de elementos finitos, diferentemente dos métodos de diferencas
finitas os quais, ao invés de aproximarem os espacos das func¢des empregadas,

aproximam suas derivadas.

Serdo empregados os subespacos usuais da dindmica dos fluidos para a

aproximagdo dos campo de pressio (P") , velocidade (V") e tensor extra

~ r /
tensdio, 3" além de V'

. : O subespago para a aproxima¢do dos campos de

velocidade prescrita na fonteira I, , definidos como:

Ph:{qECOmLé(Q)‘ppKeR[(QK)’QKEQh} (48)
V":{veH(')(Q)N‘leKeRk(Q)N,QKEQh} (4.9)
VZ:{veH'(Q)N‘vmkeRk(QK)NX N,QKeQ,,} (4.10)

' ={SeC ()" NL(Q)MS,=S ., i, j=1,N[Sy€R, (K)™, Q,€Q,]

4.11)

Ji?

onde R, R, e R, denotam, respectivamente, espagos polinomiais de grau

k, 1 e m em Q (Ciarlet, 1978).

Segundo Rektorys (1975), sobre os espagos de fungdes tem-se que:  C°(Q)

representa o espaco de fungdes continuas, L*(Q) define o espaco de Hilbert de

fungdes quadrado-integraveis sobre o dominio 2 , L;(Q2) define o espago de



63

fungdes quadrado-integraveis com média igual a zero sobre o dominio (2

H'(Q) ¢é o espago de Sobolev de fungdes e primeiras derivadas quadrado-

integraveis sobre o dominio 2 e H,(Q) o espago de Sobolev de fungdes e

primeiras derivadas quadrado-integraveis sobre (2 que se tornam zeroem I,

A aproximagao de elementos finitos das equacdes (4.6), portanto, ¢ construida
substituindo espacos de dimensdo infinita por subespacos de dimensdo finita
(discretos) convenientes. Garantindo-se que, em dimensdes finitas, tem-se que as as
fungdes solug¢do sdo aproximados por fungdes de base contidas nos sub-espacgos de
elementos finitos definidos pelas equagdes (4.8)-(4.11), pelas fungdes

", u" e p' , enquanto as fungdes teste serdo aproximadas pelas fungdes

h h h .
S", v' e ¢" , definidas como:

Th(x)zzi T e®e,—T, (x)z éNi;T?
(x) Z u i€ —>u p NB(x)uf
_Z Nl
Z, Je,®e,—Sh(x ): N (x)s] (+12)

Considerando os subespacos definidos pelas equacdes (4.8)-(4.11), pode-se

construir a aproximacdo de Galerkin para o problema definido pela equacdo (4.6)
como: Achar a tripla (t",u", p")EX"XV! P" tal que:
B(t", p"u":8" 4" V')=F (8", 4" v") V(8" v ¢")eZ"'xV"xP" (4.13)

sendo:
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B(t", p" u"; 8" ¢" v )=[2n(y) " " 8"d 2~ [ D(u")-8"d 2
Q Q
25p(Vuh)uh~vth+£Th~D(vh)dQ (4.14)

—f pdivv"d _Q-i-J. divuhqth+fph-5 q'dQ
Q Q Q

F(Sh,qh,vh>:fpg'vlldQ+‘[th'vhdF (415)
Q r,
onde S, v ¢ g sao campos de tensor extra tensdo, velocidade e pressdo virtuais e o

parametro £<<1.

Utilizando notag¢do indicial, a o sistema (4.13)-(4.15) pode ser reescrito como

ij Xj
h ~h . -1 _h oh h
—£ o, u! Sl,.s£2+£(2n(y>) TUSde—[fq dQ (4.16)

14
prg,»v?d!2+ft,~kvfd1" Y (Sh v g"eZ"x V" x P
Q r,

f p(@x,uf)u?vfdﬂ-i-f'r’.’é v,.hd.Q-l-fqh@x’ufdQ
Q Q Q

i

4.4. Dificuldades na Formulacao de Galerkin para Escoamentos Incompressiveis

A implementacdo da metodologia de Galerkin pode originar algumas
patologias numeéricas ao serem considerados escoamentos de interesse em Engenharia.
O grande desenvolvimento de sua aplicagdo a problemas de anélise estrutural elastica
linear ¢ justificado por sua representagdo gerar, em geral, operadores elipticos e
simétricos. Ja em problemas de escoamentos, o termo advectivo (presente sempre que
o termo inercial da equacao de movimento ¢ levado em conta) origina um operador

assimétrico, que provocara um comportamento oscilatério em todo o dominio
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computacional, principalmente no caso de escoamentos advectivo-dominados
(sujeitos a altos numeros de Reynolds). (Este comportamento ocorre tanto em
problemas discretizados via método de Galerkin quanto em discretizagdes através de
diferencas centrais (Brooks e Hughes, 1982; Patankar, 1980)). A assimetria do
operador advectivo pode originar patologias numéricas como o trancamento do campo
de velocidades e oscilagdes espurias no campo de pressdo. Em geral, o refinamento de

malha ndo € capaz de eliminar completamente estas oscilagdes.

No caso de escoamentos incompressiveis, o campo de pressao ¢ computado
como um multiplicador de Lagrange do campo de velocidade (associado a restri¢ao de
incompressibilidade do fluido), originando um problema misto em pressdo e
velocidade. Os resultados de BabuSka e Brezzi (Babuska, 1973; Brezzi, 1974)
mostraram que os subespacos de velocidade e pressao nao poderiam ser escolhidos

arbitrariamente.

Em linhas gerais, o teorema de Brezzi (1974) estabelece a unicidade de
solugio para o problema variacional, (u, p)€H|(Q)"XL)(Q) , desde que duas
condi¢cdes de estabilidade sejam satisfeitas: A primeira condi¢do (C1), denotada por

condicdo de elipticidade-K estabelece que existe uma constante o>0 tal que
|2anD(vh)-D(Vh)d.Q|>o<||V||f , VveK , onde, VgeL)(Q) , tem-se

K:[VEHé(Q)N|IquiVVd Q=0/ e os demais parametros da relagio foram

anteriormente definidos. A segunda condi¢do, denotada por condigdo (C2) ou

condicio de Babuska-Brezzi (Babuska, 1971; Brezzi, 1974), estabelece que existe

divvd Q
uma constante >0 tal que sup |f9 1 |
vGHll, ||V||1

>Bllgly > Va€L2(Q)
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Uma versdo equivalente do Teorema de Brezzi (Teorema de Brezzi discreto) ¢

valida para o problema de Galerkin: Tomam-se aproximagdes conformes do problema
continuo, V'cH (Q)" e P'<L(Q) , com V' e P" gerados por polindmios
constantes por partes. A versdo equivalente ¢ obtida substituindo-se u, v, p, g, V' e P

por suas formas discretizadas: u”, v', p’, ¢", V' e P" ¢, além disso, substitui-se K por K"

c V", onde, Kh:{VhEVh|fQ q'divv'd Q=0 , V4'ep" . Como, em
geral, K" < K, as condigdes (C1) e (C2) devem ser verificadas para todas as
combinagdes de V" e P". Estas condi¢des deixam claras as limitagdes do método de
Galerkin, uma vez que, para uma ampla gama de problemas de escoamentos, as
condi¢des de estabilidade ndo sdo satisfeitas por combinac¢des naturais — como

interpolagdes de mesma ordem para velocidade e pressdo. Estas fungdes ndo

satisfazem as condigdes de estabilidade com o e B independentes de 4.

’

E importante enfatizar que existe ainda outra dificuldade no método de
Galerkin, no caso de formulagdes em trés campos: a escolha dos subespacos de
elementos finitos de tensdo e de velocidade, que necessitariam ser compativeis.
Segundo Franca e Stenberg (1991), a continuidade do tensor extra de tensdes também

pode dificultar a estabilidade do problema.

A fim de contornar estas dificuldades foram propostas diversas estratégias, que
podem ser classificadas em dois grupos: o primeiro grupo usa uma estratégias que
mantém a formulagdo do método classico de Galerkin e empregam elementos finitos
complexos. O segundo grupo emprega estratégias, como aquela utilizada neste
trabalho, que consistem no emprego de métodos estabilizados, construidos de forma a
ndo necessitarem satisfazer a priori a condicdo de Babuska-Brezzi, nem a

compatibilizagdo dos subespagos de tensdo extra e velocidade permitindo, assim,
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empregar combinacgdes de elementos finitos de igual ordem para a aproximagdo dos

subespacos de tensdo, velocidade e pressao.

4.5. Formulagao de Galerkin Minimos-Quadrados

Baseado nas definicdes dos subespagos de tensdo, pressao e velocidade,
equagoes (4.8)-(4.11), pode-se escrever uma formulagdo multicampos de Galerkin
Minimos-Quadrados (GLS), utilizando uma formulagdao proposta por Behr et al.
(1993) para fluidos com viscosidade constante e, posteriormente empregada por
Zinani e Frey (2008), considerando a funcdo viscosidade dependente da taxa de

deformacdo. A Formulacdo GLS para o problema definido pela equagdo (4.6), €

expressa da seguinte maneira: Achar a tripla (7", u", p")e3"x Vﬁ,, P" tal que:
B (Th ) ph’ uh,, Sh, qh’ vh):F(Sh, qh, vh) V(Sh, vh, qh)ezhx Vh><Ph (417)
onde:

B(Th,ph,uh;sh,qh,vh):f (ZU(}/))_lTh-Sth—J'D(uh)~Shd.Q
Q Q

+f p(Vuh)uh-vhd.Q+fTh-D(vh)dQ
Q Q

—[ p"divv'd Q+ [ diva'q"dQ+e[ p'q'a 0
0 0 0 (4.18)
+6(Rek)_f diva divv'd Q+ D f (p(Vu"u"+V p"— divt")-«(Re,)
O Kec, Qy

~ (p(VV)u"+V ¢~ divS")d O
+2n<y)£(<2n<;y>>*‘r’?—D(uh)J-B((zn<y>>”S’“—D<v’1>)dQ
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F(S", qh,vl')=f pg~vhd_(2+f t'v'dr
Q I

+2 [ (o g)-a(Rek)(p(Vvh)u’#thh— divS")d Q

KeC, Q

(4.19)

onde os parametros ¢<1 e 0=<pB=<I foram utilizados conforme sugestio de
Behr et al. (1993). Os parAmetros de estabilidade «(Rey) e J(Rey) avaliados

em nivel de elemento, s3o dados como em Franca e Frey (1992):

hy
a(ReK):TuLUE(ReK) (4.20)
5(ReK>:X|u|th§(ReK) (4.21)

§<R6K): ReK, O§R6K<1

1, Re>1 (+22)
mk|u|phk
.= : (4.23)
£ 4n(y)
m,=min{1/3,2C,) (4.24)
C, 2, HlldivD(v)ly x <D, ver” (4.25)

KeQ'

com /1, representando o tamanho da malha, X uma constante escalar positiva, o
parametro 71, ¢ proveniente da analise de erro da formulagao GLS introduzida em

Franca e Frey (1992) e ||, anorma p do R :

(4.26)

Na equagao (4.18) os termos na terceira e quarta linhas representam os termos
de minimos quadrados provenientes da equacdo de movimento, enquanto o termo da

quinta linha representa os termos de minimos quadrados oriundos da equacdo
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material. Maiores detalhes sobre os parametros definidos nas equagdes (4.20) a (4.26)

podem ser encontrados em Franca e Frey (1992).

Observacoes:

1.

Tomando os parametros de estabilidade a, S e diguais a zero nas formulagdes
GLS definidas pelas equacdes (4.17)-(4.19), obtém-se novamente a
aproximacao classica de Galerkin em trés campos (equagoes (4.13)-(4.15)).
Sua estabilidade perde a coercividade quando a viscosidade tende a zero, além
de necessitar satisfazer tanto a condigao de Babuska-Brezzi (Ciarlet, 1978)
quanto a condi¢do de compatibilidade entre as fungdes de aproximacdo de
tensor extra de tensdo e velocidade (Zinani e Frey, 2008). O teorema de Brezzi
(Ciarlet, 1978) impode, além da satisfacdo da condicdo de Babuska-Brezzi, que

o problema discreto seja eliptico para toda velocidade pertencente ao

subespaco K{,’ ,

Ko=veV'|[ ¢V-v=0, qeP’ (4.27)
Q

0 0 , . . . ~
Como, geralmente, K,ZK" | apenas um niimero limitado de combinagdes

de elementos ira satisfazé-las, criando assim uma séria limitagdo ao método de
Galerkin. As combinagdes de elementos computacionalmente desejaveis como

as de igual-ordem, ficariam descartadas.

A expressdao normalmente usada do nimero de Reynolds de malha (Johnson,
1987) foi modificada incluindo o parametro 7, na equacdo (4.23), de

maneira que se possibilita levar em conta também o grau de interpolagdo
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empregado. Assim, as regidoes advectivo-dominadas do escoamento ficam

caracterizadas por Rey>1 e as difusivo-dominadas por Re<l1 |,

independente do elemento considerado (Franca e Frey, 1992).

4.6. O Problema Simulado

Nesta se¢do, por conveniéncia, apresenta-se a formulacdo multicampos em
termos de tensor extra de tensdes, pressdo e velocidade para um escoamento em
regime permanente de um fluido de Bingham-Papanastasiou (fluido de Bingham com
a hipdtese regularizadora de Papanastasiou (1987) para a viscosidade). Esta
formulagdo ¢ obtida combinando as equagdes de balango de massa (equacao (2.12)) e
momentum linear (equacdo (2.14)) com a hipdtese constitutiva dada pela equacao
(3.20) e incorporando condi¢des de contorno apropriadas para velocidade e tensor

extra tensao:

p(Vu)u+V p—divr=pg em Q
'r—2(n1,+'.r—0[1—exp(—my)])D(u):O em

4 (4.28)
diva=0 em :
u=u, sobre I',
[t—plln=t, sobre T,

onde p, u, T, To, My, ¥ € m foram previamente definidos, p ¢ a pressdo hidrostatica,

g ¢ a forca de corpo por unidade de massa e #, € o vetor tensdo de Cauchy. Além
disso, I; ¢ a porcao do contorno da regido de escoamento Q na qual a condigdo de

contorno de Dirichlet para a velocidade u, ¢ imposta e I, ¢ a parte da fronteira de

na qual a condicdo de contorno de Neumann #, ¢ imposta.
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Neste ponto ¢ interessante expressar o sistema (4.28) de forma adimensional.

Isto pode ser feito definindo as seguintes varidveis adimensionais:

=" x=7- p=to T=- g="¢
u; H pu; Ty Uu;
(4.29)
H U
y ui y H H2

onde o indice " indica a varidvel adimensionalizada e u; representa uma velocidade

caracteristica, H, um comprimento caracteristico, pu;” uma pressdo caracteristica e %

uma tensdo caracteristica: a tensdo limite de escoamento.

Substituindo-se as varidveis u”, p*, T', e g’ na equacdo de movimento, tem-se:

2
?_]Mi [(Vu*)u*+Vp*—To—zdiVT*—g*]ZO (4.30)

i
onde

T, TH n, _Bn
pulz r’pui ,DlxllH Re

(4.31)

uma vez que os numeros de Bingham (relacdo entre tensdes de escoamento e tensdes
de cisalhamento) e de Reynolds (relagdo entre forgas de inércia e forgas viscosas)

podem ser definidos como:

T, H
Bn= ' (4.32)
npui
pu,H
Re= (4.33)
My

sendo 177, a viscosidade plastica do fluido de Bingham, e p sua densidade.

No caso da equagdo material, substituem-se as variaveis T, u’,m e y



TT N,  To WYy \\Ui *
2(F+ [ 1—exp (- —))7-D(u)=0
n, n, n,uy P u, H H
T -2(1+= [l—exp(—m*y*)J)LD(u*)—O
Y Bn

A equacdo da continuidade ¢ adimensionalizada como:
ul . * . *
—divu =0 divu =0 '
H

e as condigdes de contorno:

* ug * % *
u u=—u - —=U — U =U
L g ui g g
T T, pPpu, )k h *
| H e =, - =y
Ty Ty Ty pu; H
0g0 T ——— n =—
4 Bn p Bn h
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(4.34)

(4.35)

(4.36)

Resumindo, o sistema (4.28) pode ser escrito de forma adimensionalizada

como.:

(Vu*)u*-i-Vp*—ﬁ—ndiVT*:g* em

e

T =2|1+=—[1—exp(—m y )||=—D(u )=0 em Q

y Bn
divu =0 em (2
u*:u; sobre Fg
+ Re = «Re
T -5 P I ”:thg sobre I,

(4.37)

A Formulagdo GLS multicampos para o problema de valor de contorno

definido pela equagdo (4.37), pode ser expressa como: Achar a

(t"u", p"eX"xV" P" tal que:

%

B(T*h,p h,u*h;Sh,qh,vh)ZF(Sh,qh,vh)

Y (8" ¢" v') e Z"xP'xv"

onde:

tripla

(4.38)
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-1
Bt p"u': 8" q" v f y 2Ll—exp(-m'y))| ©"8"dQ
0

—fD Sth+f Vu"u ”dQ+B“fr*h- (v")d ©
—fp divv d9+f divau™ ”dQ+gfp "q"dQ
Q Q

+5(Re,) fdivu*"divv”dg

+g;l f Ju"+V p —g divt ") «(Re,)
(V"™ +Vq”—£divsh)d.(2 +Bi( - L 1—exp(—m'y")])|x
<f|[= (—m' | T D™

Y Bi( : [1—exp<—m*;y*>1>) S D0|d0
(4.39)
c:
F(S" 4" V" J"g-d_o+—ft
(4.40)

+ 2 f, &M a(Re ) (Vv )u" +th—§—ndlvsh))d.(2

KeQ" Q

4.7. Estratégia de solucao

Substituindo as fun¢des de forma definidas em (4.12) na formulagdo GLS

dada pelas equacdes (4.38)-(4.40), obtém-se a seguinte equagdao semi-discreta, por

conveniéncia substituindo t°, u", e p” por T, u, e p:

[(1+B)E(n(y))+(1-=B)H+E_(n(y), u)t]
+[N(u)+N,(n(y), u)+BK—(1+)H'-G"+M]u (4.41)
+[G+Gy(n(y), u)+P|p=F+F,(n(y), u)
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onde [H] e [H'] sdo as matrizes que representam o acoplamento entre T e

u |[E| ¢ a matriz relacionada ao tensor extra de tensdes T , [N]| éa

matriz do termo advectivo, [K] a do termos difusivo, [G] é a matriz do termo
de pressdo, [G'] a matriz do termo da equagdo de continuidade ¢ [F]| a matriz
do termo de forcas de corpo. As matrizes com indice o, a saber:

|E.), [Ng], [G4] e [F,] sdo provenientes dos termos de minimos quadrados,

enquanto |[M] representa a matriz do termo & e [P]| aquela referente ao

termo &

A equagdo (4.41) pode ser escrita na forma residual:
R(U)=0 (4.42)

sendo U o vetor dos graus de liberdadede T , u# ¢ p , que, no caso de um
problema plano bidimensional ¢ representado por:
U:[le’Tll’Tzz:”L”z,p]T (4.43)
e R(U) ¢ dado por:
R(U)=[(1+B)E(n(y))+(1-B)H+E, (n(y)u)t]
+[N(u)+N,(n(y),u)+BK—(1+p)H -G +M]u (4.44)

+[G+G,(n(y),u)+P|p—F—F (n(y) u)

A solucdo do sistema (4.42)-(4.44), foi implementada através de um método
quasi-Newton (Dahlquist e Bjorck, 1969) no qual a matriz jacobiana numa iteracdo

genérica k ¢ dada por

44
U |y (4.45)

O algoritmo de solugdo abaixo (Zinani e Frey, 2008) descreve o procedimento

numérico:
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ALGORITMO

L

II.

III.

IV.

VI

: 0 ’ . ~ . .
Estime o vetor U" e escolha o nimero de iteragdes m para atualizar a matriz

jacobiana J(U)
Fagca k=0 , j=0 eatolerincia e=10"'
Se k—int(klm)Xk=0 ,entdio j=k .
Resolver o sistema de equagdes para calcular o vetor incremental A,Iﬁ +1
J(UH A" '=—R(UY (4.46)
noqual R(U) ¢édado pelaequagio (4.44)e J(U) pela equacio (4.45).
Calcule o vetor U**!
U i=uf 44" (4.47)
Calcule ’R (U")Lo . Se |R(Uk)|m>e entdo faca k=k+1 e volte ao

JOR] ~ k+1 . .
passo IlII; caso contrario, armazene a solugado U e saia do algoritmo.

A estratégia de solu¢do — um método de quasi-newton incremental, congela a

matriz jacobiana apresentada na equacao (4.45), a qual ¢ atualizada apenas a cada

duas ou trés iteracdes. A caracteristica incremental do método consiste em empregar

uma estratégia do tipo continuacdo para as ndo linearidades. Desta forma, a

aproximacao de escoamentos altamente viscoplasticos e com elevada inércia ¢

atingida empregando a solucao obtida para um problema com menor viscoplasticidade

ou sem inércia como dado de entrada para um problema com viscoplasticidade ou

inércia maior. Por exemplo, emprega-se a solugdo obtida para Bn=0.2 ¢ Re=0 como

dado de entrada para o problema considerando Bn=2 e Re=0 e assim, sucessivamente,
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até¢ atingir Bn=100. Analogamente, emprega-se a solu¢do de um escoamento sem
inércia (Re=0) e um determinado valor do nimero de Bingham como dado de entrada
para a solucdo de um escoamento com Re=1, e assim, sucessivamente, até atingir

Bn=50.

Observacido: Os elementos finitos empregados neste trabalho sdo do tipo

quadrangular bilinear (denotados, no caso de trés campos, por Q1/Q1/Q1). As
coordenadas locais de um ponto &=(£,77)" no quadrado bi-unitario sdo

relacionadas as coordenadas do ponto x=(x;, x,) em Q° através de mapeamentos

4 4 .
da forma xl(§l n):ZQ:INa(E; n)xi € x2(§) W)ZZHZIN(,@)U)X; 9

como mostrado na figura 4.1.

(-1, 1)

1
(=1, -1

Figura 4.1. Mapeamento do dominio do elemento e ordenamento local dos nds

(Hughes, 1987).
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As fungdes de forma bilineares locais (N,) do elemento Q1 sdo construidas de
modo a valerem um nos pontos nodais a elas associados € zero no restante do
dominio, como mostrado na figura 4.2, que também mostra as fungdes de forma

bilineares globais (N,) (Hughes, 1987). A determina¢do das fun¢des de base N,

é feita a partir das expansdes bilineares ¥, (&, n)=,to, E+o,n+oEn e

x,(E,n)=Byt+ B, E+B,n+BsEN |, sendo a e B os parAmetros a serem

determinados, supondo que as expansoes bilineares satisfacam, respectivamente,
A~ e e 4
as condigdes: x,(&,,n,)=x7 e x,(§,n,)=x5 , onde o par (E,.n,) &

definido no quadrado a esquerda dos pontos E=(&,1))" apresentados na figura 4.1.

Figura 4.2. Fungdes de forma bilineares locais (V,) e globais (N,) (Hughes, 1987).
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos a partir da formulagao
multicampos utilizado o método de Galerkin Minimos-Quadrados (GLS) definida no
capitulo anterior, aplicada a fluidos de Bingham regularizados pela aproximacao de
Papanastasiou (1987), escoando através de uma expansao abrupta, mostrada na figura
5.1. O problema matematico esta descrito pela equacdo (4.37) e a formulagdo GLS
empregada pelas equacdes (4.38)-(4.40). O dominio do fluido ¢ descrito usando o
sistema cartesiano em termos de coordenadas axial x; e transversal x,, com origem no
centro do plano de expansdo. Aproveitando a simetria da geometria, apenas metade do
canal, com razao de aspecto 1:4, foi considerada na simulagdo. A fim de evitar efeitos
de entrada e de saida, tanto o canal menor quanto o maior sdo suficientemente longos.

A partir de uma altura do canal menor, H, foi considerado um comprimento de 15 H
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para este e 22,5 H para o canal maior. Na figura 5.1, também ¢ definido o

comprimento de recolamento, L,.

A A A A A A A A A A S A A ST AISSTAS IS

R T G T T o oo,

D B A T

15H 22.5H

Figura 5.1. Escoamento através de uma expansao abrupta — defini¢do da geometria

estudada.

Foi efetuado um teste de independéncia de malha, comparando-se tanto o
coeficiente de pressdo de Euler, (C,=2(p-p.)/pu;’, sendo p, uma pressdo de referéncia
na saida do canal e u; a velocidade de entrada) quanto a tensdo de cisalhamento
adimensional (T'=t/To). O coeficiente de pressdo foi plotado ao longo do canal (C,

versus x; =x;/H) na linha de centro, enquanto a tensdo de cisalhamento foi plotada

para um escoamento desenvolvido no canal maior (T° versus x,'=x»/H), na posi¢do
x;=10. A comparagdo empregou trés malhas distintas, a primeira, denotada por M1,
composta por 10550 elementos finitos lagrangianos bilineares; a segunda malha, M2,
com 19800 elementos e, finalmente, a terceira, M3, possuindo 20920 elementos. A
comparagdo entre as referidas malhas ¢ apresentada na figura 5.2. Os dados utilizados,
apresentaram erros relativos de 0,09% a 2,84%, para a tensdo de cisalhamento e de

0,09% a 2,76%, para o coeficiente de Euler.
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Figura 5.2 Procedimento de independéncia de malha considerando Re=0 e Bn=20 —

(1) para o dominio completo, considerando: (a) C, e (b) T*.
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060 10550 elements
3 19800 elements ————-
650 20920 cloments -
640
& 630 \
N\ ©
620 , \'-
610
600
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
X *
042
0.4 /
' ,.':/
0.38 ; /,’
036 - ',.'/',//
032 | —— = B ” L~
0.3 — 10550 elements
19800 elements ————-
0.28 20920 elements -+
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x,*

Figura 5.2 Procedimento de independéncia de malha considerando Re=0 e Bn=20 —

(1) detalhes, para (¢) C, e (d) T*.
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(b)

Figura 5.3. Escoamento através de uma expansao abrupta: (a) refinamento na regiao

da expansdo; (b): detalhe nas vizinhangas da expansao.

O procedimento para garantir a independéncia de malha, permitiu que fosse
escolhida a malha M2 com 19800 elementos finitos lagrangianos bilineares e 121686
graus de liberdade. A figura 5.3a mostra a malha utilizada, apresentando um
refinamento na regido da expansdo, enquanto a figura 5.3b apresenta um detalhe da
malha nas vizinhangas da expansao.

Foram empregadas as condi¢des de contorno usuais para escoamentos

internos, a saber: condigdes de ndo deslizamento e impermeabilidade nas paredes do

canal, condi¢des de simetria O, u4,=u,=T,,=0 na linha de centro do canal e perfis
de velocidade constantes, tanto na entrada — cuja velocidade ¢ dada por u; — como na
saida do canal — com velocidade u,=u/4, devido a conservacao de massa.

Todos os calculos apresentados neste capitulo foram obtidos considerando o

pardmetro de regularizacdo de Papanastasiou adimensional m” (introduzido na
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equacdo (4.29)) igual a 1000, valor recomendado em diversos trabalhos que simulam
escoamentos de fluidos viscoplasticos (ver, por exemplo, Mitsoulis € Huilgol (2004)).

A figura 5.4 investiga a influéncia da tensao limite de escoamento — a partir da

defini¢do de uma tensdao de escoamento To — sobre a morfologia de regides materiais

onde hd escoamento com presenga de cisalhamento (representadas pelas zonas

brancas nas figuras, nas quais T'=t/1o>1) e regides ditas ndo escoadas — nas quais, ou

ndo existe movimento, ou existe movimento de corpo rigido (zonas pretas, onde

7°<1). Neste caso, foi adotada a hipotese de escoamento lento (Re=0). A medida que
aumenta o nimero de Bingham, aumentam também, de forma monotdnica, tanto as
zonas sem escoamento (denominadas zonas mortas) quanto as zonas com movimento
de corpo rigido, que se caracterizam por um escoamento do tipo pistonado, como
pode ser observado nas figuras 4a até 4f. Apesar de ter sido usada hipotese
regularizadora de Papanastasiou (1987), por conveniéncia, foi mantida a
nomenclatura usual de fluidos de Bingham.

A morfologia das regides escoadas e rigidas (zonas mortas e zonas com
escoamento pistonado) em escoamentos de fluidos de Bingham esté relacionada com
a tensdo de escoamento do material — ou seja, quanto maior o limite de escoamento,

maiores sdo as regides rigidas, ou, em outras palavras, torna-se mais facil ocorrer a

condig¢do T°<I através do escoamento.
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N
(5]
o
o 4
(4]
(&)

7.5

2.5 0 2.5 5 7.5 (d)

Figura 5.4. Regides escoadas e ndo escoadas, considerando Re=0: (a) Bn=0.2; (b)

Bn=2; (¢) Bn=20; (d) Bn=30; (e) Bn=60; (f) Bn=100.
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Algumas observacdes devem ser adicionadas a esta regra geral. Em primeiro
lugar, para o escoamento menos viscoplastico (Bn = 0,2, apresentado na figura 4a),
enquanto as regides com movimento de corpo rigido (denotadas por regides de
escoamento pistonado) ainda sdo incipientes no canal menor, as regides de
escoamento pistonado em torno da linha de simetria do canal ja estdo bem
desenvolvidas no canal maior. Este também apresenta zonas mortas (sem
escoamento) na quina da expansdo. Esse comportamento pode ser creditado a uma

combinacao de dois fatores, a saber, a taxa de deformacao local mais elevada no canal

menor ¢ a baixa tensdo de escoamento T, apresentada pelo escoamento, para Bn =0,2.
Estes dois fatores combinados geram nuimeros de Bingham locais muito baixos ao
longo do canal menor.

Em seguida, o crescimento monotonico das regides ndo escoadas com o
aumento do numero de Bingham parece ser atenuado quando Bingham atinge o valor
de 20 (figura 5.4c), apos o qual tanto os escoamentos pistonados quanto as zonas
mortas no canal maior sdo praticamente insensiveis ao aumento do nimero de
Bingham. Nota-se que o mesmo ndo se aplica aos escoamentos pistonados no canal
menor, que ainda experimentam algum aumento até mesmo para os escoamentos mais
viscoplasticos (ver figuras 5.4e e 5.4f). Além disso, vale ressaltar que a distancia entre
o plano de expansdo e o inicio do escoamento pistonado no canal maior diminui com
o aumento do nimero de Bingham, somente para valores inferiores a Bn=20 (figura
4c); a partir destes valores, parece ser quase insensivel ao crescimento do numero de
Bingham (figuras 5.4d e 5.4f) — pelos mesmos motivos ja relatados nos comentarios
sobre a morfologia destas regides.

A figura 5.5 mostra os resultados da influéncia do nimero de Bingham (ja que

o caso ilustrado foi obtido para um fluido de Herschel-Bulkley quando »n=1,
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reduzindo-se a um fluido de Bingham) nas superficies de escoamento obtidos por Jay
et al. (2001), considerando escoamentos lentos. Estes resultados consideraram um
escoamento axissimétrico através de uma expansdo abrupta 1:4 e foram obtidos
utilizando o modelo de bi-viscosidade proposto por Lipscomb e Denn (1984) e um
codigo comercial, tendo sido comprovados experimentalmente. Observa-se que a
morfologia de regides materiais escoadas e ndo escoadas apresentadas na figura 5.4
concorda qualitativamente com os resultados de Jay et al. (2001) apresentados na
figura 5.5, ou seja: a medida que o numero de Bingham cresce, aumentam as zonas
mortas na quina da expansao e aumenta significativamente o tamanho do escoamento
pistonado, tanto a montante quanto a jusante da contracdo. Além da variagdo analoga
com a viscosidade das zonas mortas e das zonas de escoamento pistonado, também
verificou-se que o inicio dos escoamentos pistonados no canal maior e o fim dos
escoamentos pistonados no canal menor se aproximam a medida que o numero de

Bingham aumenta, nas duas figuras.
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Figura 5.5. Influéncia do nimero de Bingham (denotado por Hb, pois n=1) nas

superficies de escoamento para Re=0 (resultados de Jay et al., 2001).

87
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L. ©)

Figura 5.6. Elevacao da velocidade axial adimensional ao longo do canal para Re=0:

(a) Bn=0.2; (b) Bn=2; (c) Bn=20.
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Figura 5.6. Elevacao da velocidade axial adimensional ao longo do canal para Re=0:

(d) Bn=30; (e) Bn=60; (f) Bn=100.
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A figura 5.6 apresenta graficos de elevagdo para a velocidade axial
adimensionalizada — denotada por u;*=u,/u; , sendo u; a velocidade na entrada do
canal menor — através do canal com expansao abrupta, considerando escoamento lento
e numero de Bingham variando desde Bn=0,2 at¢ Bn=100. Os resultados destas

figuras confirmam as observac¢des anteriormente introduzidas a respeito das iso-

regides para T*. Em todas as figuras, os escoamentos pistonados em ambos 0s canais €
as zonas mortas na quina da expansao estdo claramente ilustrados, complementando,
assim, o comportamento descrito na figura 5.4 — ou seja, o aumento das regides nao
escoadas com o crescimento do nimero de Bingham.

Dois comentarios relevantes podem, ainda, ser adicionados. O primeiro, a boa
perspectiva fornecida por estes graficos de elevacdo de velocidade axial, que
permitem uma visualizagdo clara do desenvolvimento da velocidade em escoamentos
de fluidos viscoplasticos, propiciando a identificagdo de trés importantes
caracteristicas do campo de velocidade. A primeira refere-se aos escoamentos menos
viscoplasticos, ilustrados nas figuras 5.6a e 5.6b. Observa-se, claramente, o
comprimento de entrada no canal menor, imposto pelos perfis de velocidade
achatados na entrada e seu desenvolvimento subsequente, atingindo perfis
viscoplasticos completamente desenvolvidos. A segunda caracteristica ¢ a suavidade
dos escoamentos pistonados e suas arestas agudas para situacdes altamente
viscoplasticas, como aquelas mostradas nas figuras 5.6c até 5.6f. A terceira ¢ o forte
decaimento sofrido pela velocidade maxima no canal maior, devido a conservagdo de

massa do escoamento.
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Figura 5.7. Perfis transversais de velocidade axial adimensional para Re=0 e Bn=0.2-

100: (a) em x, =-10; (b) em x; =+10.

Outro ponto a ser destacado ¢ que a figura 5.6 mostra claramente as pequenas

regides escoadas para os casos mais viscoplasticos (para Bn=60, na figura 5.6¢ e, para

Bn=100, na figura 5.6f) — caracterizando camadas limite muito finas nas vizinhancas

da parede do canal. Do ponto de vista numérico, esse problema resulta em simulagdes
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computacionais dificeis no caso de escoamentos com numeros de Bingham muito
elevados, que, para serem bem sucedidas, requerem metodologias numéricas que
utilizem uma estratégia de estabilizacdo adequada. Nestes problemas especificos, ¢
importante enfatizar a adequacdo da metodologia GLS empregada para a aproximacao
do problema estudado neste trabalho.

A figura 5.7 investiga quantitativamente os perfis de escoamento em duas
regides de escoamento viscoplastico completamente desenvolvido, em ambos os
canais. As figuras mostram perfis transversais de velocidade axial adimensionalizada
(u1"=ui/u;) para escoamentos lentos (Re=0) e nimeros de Bingham variando de
Bn=0,2 até Bn=100, na posi¢do x,"=x;/H=-10 no canal menor ¢ em x;"=+10 no canal
maior — considerando x,=x»/H em ambas as figuras. Os perfis de velocidade
obedecem a regra anteriormente estabelecida, conforme esperado: quanto mais
viscoplastico for o escoamento, mais achatados serdao os perfis de velocidade — desde
o perfil quase parabolico, no canal menor, para Bn=0,2 (mostrado na figura 5.7a), até
o perfil fortemente achatado para Bn=100 (figura 5.7b).

A figura 5.7a permite observar a evolu¢do do perfil quase parabdlico —
correspondente a Bn=0,2, valor para o qual nao foi detectado escoamento pistonado
no canal menor da figura 5.4a — até perfis que se tonam cada vez mais achatados a
medida que o nimero de Bingham aumenta. J4 no caso dos perfis a jusante ilustrados
na figura 5.7b, ndo chega a haver perfil quase parabodlico nem para Bn=0,2, o que
poderia ser antecipado pela observagao da figura 5.4, na qual observa-se escoamento
pistonado para Bn=0,2 a partir de x,*=0.5; enquanto para Bn=2, este pode ser
detectado a partir de x,*=1.4 e, para valores do nimero de Bingham maiores que 30,

a partir de x,*=1.8.
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A comparagdo das figuras 5.7a e 5.7b permite observar a influéncia da altura
do canal. Enquanto na figura 5.6a a velocidade maxima no canal menor ultrapassa
ligeiramente 1,42, no caso do canal maior seu valor decai para cerca de 0,33 — uma
queda de quase 77% em relagdo a velocidade do canal menor. Esse comportamento
pode ser explicado por dois argumentos distintos. O primeiro, uma caracteristica
classica de escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos, estd relacionado a
diminuicdo da velocidade causada pelo aumento da area de escoamento apds a
expansdo. O segundo argumento € originado pelo aumento dos efeitos viscoplésticos a
medida que o nimero de Bingham cresce, originando perfis de velocidade quase
uniformes — exceto nas estreitas regides materiais situadas nas vizinhangas da parede
do canal. Como consequéncia, as velocidades méximas diminuem ainda mais.

A influéncia do nimero de Bingham na queda de pressao adimensional ao

longo do canal é mostrada na figura 5.8 — com x;'=x;/H. (A queda de pressio

adimensional ¢ definida como p=C,=2(p-p,)/pu’.) Em todos os casos estudados,
quanto maior o nimero de Bingham, maiores serdo as quedas de pressdo — e todos os
escoamentos apresentam um declive mais acentuado no canal menor.

Esse comportamento geral para a queda de pressio pode ser entendido
lembrando-se que a regularizagdo da viscosidade proposta por Papanastasiou (1987)
substitui as regides materiais ndo escoadas, caracterizadas por escoamentos
pistonados e zonas mortas, prescritas pelo modelo original de Bingham (equagdo
3.17) por regides escoadas submetidas a viscosidades muito altas (porém finitas),

como definido na equagdo 3.20.
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Figura 5.8. Perfil longitudinal da queda de pressao adimensional através do canal para

Re=0 e Bn=0,2-100.

Assim, 0s escoamentos viscopldsticos sdo muito mais VviSCOSOS que O caso
quase newtoniano (para Bn=0,2, na figura 5.8). Os efeitos de viscosidade crescem a
medida que aumenta o nimero de Bingham. Conclusdes andlogas podem ser obtidas
observando-se as ilustragdes tridimensionais das superficies de pressdo apresentadas
na figura 5.9, que apresenta a influéncia da viscoplasticidade ao longo do canal,
considerando, como nos casos anteriores, escoamentos sem inércia € 0S mesmos
valores do numero de Bingham: a queda de pressdo ¢ mais acentuada a medida que a
viscoplasticidade cresce, devido ao crescimento das zonas ndo escoadas — tanto as

zonas mortas quanto as regides de escoamento pistonado (verificado na figura 5.4).
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Figura 5.9. Elevagdes de pressdo adimensional através do canal para Re=0:

(a) Bn=0.2; (b) Bn=2; (c¢) Bn=20.
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Figura 5.9. Eleva¢des de pressdao adimensional através do canal para Re=0:

(d) Bn=30; (e) Bn=60; (f) Bn=100.
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A figura 5.10 analisa a influéncia dos efeitos de inércia na morfologia de
regides materiais escoadas e ndo escoadas, plotando as regides escoadas e ndo
escoadas, para um valor baixo do nimero de Bingham (Bn=2) e numeros de Reynolds
variando de 0 até 50. Como ilustrado na figura, dois efeitos importantes sobre a
morfologia destas regides podem ser observados a medida que o nimero de Reynolds
cresce. Em primeiro lugar, o deslocamento para a direita, a partir do plano de
expansao, que ocorre nos escoamentos pistonados a jusante (no canal maior). O
segundo efeito seria o alongamento das zonas mortas na quina da expansdo, ao longo
das linhas de corrente do escoamento. O primeiro efeito deve-se ao aumento do
comprimento de entrada do escoamento (antes de atingir o desenvolvimento

completo) no canal maior, devido ao crescimento do numero de Reynolds. Estas

regides de entrada apresentam maior tensdo de cisalhamento (t">1) do que aquelas

experimentadas nas regides a jusante, sujeitas a escoamentos de cisalhamento puro,
4 . * 7 ~
uma vez que, além da componente de cisalhamento T,,, elas também estdo

: ~ . ~ * *
submetidos a tensdes normais nao nulas Ti1 €Ty .

-2.5

o

V

2.5
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(=]
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Figura 5.10. Regides escoadas e ndo escoadas para Bn=2: (a) Re=0; (b) Re=15
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(e)

Figura 5.10. Regides escoadas e nao escoadas para Bn=2: (c) Re=30; (d) Re=45; (¢)
Re=50.

A validade do comentario anterior estd bem ilustrada na figura 5.11, que
apresenta a influéncia da inércia sobre os perfis de tensdo extra a jusante do plano de
expansdo, na parede do canal (x,"=2), considerando Bn=2 e dois valores para o
nimero de Reynolds, a saber: Re=0, mostrado na figura 5.11a e Re=50, na figura
5.11b. Embora o modelo de fluido newtoniano generalizado (GNL) tenha sido
construido para descrever escoamentos sujeitos a cisalhamento puro e, por
conseguinte, ndo seja o modelo mais adequado para descrever escoamentos
complexos com tensdes normais ndo nulas, a morfologia das zonas mortas na quina da

expansao pode ser melhor compreendida a partir das figuras 5.10 e 5.11. Observa-se
que o final de zonas mortas corresponde a interse¢do entre as curvas de T° e To em

ambas as figuras, isto ¢, o ponto de intersec¢do T=1. Desta forma, com o aumento do

nimero de Reynolds, este ponto se afasta do plano de expansdo — para Re=0
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(mostrado nas figuras 5.11a e 5.10a) sua localiza¢do é em x,"=1.25 e, para Re=50

(apresentado nas figuras 5.11b e 5.10¢), o ponto estd em x;, =3.
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Figura 5.11. Perfis longitudinais de tensdo extra em x, =2, a jusante do plano de

expansado, para Bn=2: (a) Re=0; (b) Re=50.
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Figura 5.12. Perfis longitudinais de tensdo extra em x,"=0, a jusante do plano de

expansdo, para Bn=2: (a) Re=0; (b) Re=50.

Na figura 5.12, a morfologia dos escoamentos pistonados a jusante do plano de
expansao sao também estudados a partir dos perfis de tensdo extra. Ao contrario da
figura 5.11, esses perfis estdo plotados ao longo da linha de simetria do canal.
Novamente, as distancias a partir do plano de expansdao podem ser verificadas

comparando-se as figuras 5.12 e 5.10. Observa-se que, para Re=0 (figuras 5.12a e
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5.10a), a interse¢do entre as curvas T° e T, estd localizada proximo de x,'=2,8 e, para
Re=50 (figuras 5.12b e 5.10e), ela se afasta ao longo das linhas de corrente,
localizando-se em, aproximadamente, x, =5.

A figura 5.13 mostra a influéncia da inércia no comprimento do vortice na
quina da expansdo, apresentando a variacdo do comprimento de recolamento
adimensional (L, =L,/H — sendo o comprimento de recolamento, L,, definido na figura
5.1) com o namero de Reynolds. Nesta figura comparam-se resultados de
comprimento de recolamento obtidos através da metodologia GLS neste trabalho
considerando Bn=0, que corresponde ao caso de fluido newtoniano, com os resultados

apresentados por Rocha et al. (2007), verificando-se uma boa concordancia.

Rochaetal. —=—
GLS meth. ——3=—-

ILr

0 5 10 15 20 25 30
Re

Figura 5.13. Comprimentos de recolamento versus numeros de Reynolds, para Bn=0.

A figura 5.14 mostra a influéncia da viscoplasticidade no comprimento do

vortice na quina da expansdo, para escoamentos com inércia. Esta figura apresenta a
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varia¢do do comprimento de recolamento adimensional (L,"=L,/H) com o numero de
Bingham, para um valor fixo do nimero de Reynolds igual a 50. Observa-se que o
comprimento de recolamento diminui com o aumento do nimero de Bingham, devido

ao aumento da tensdo de escoamento do material.

Lr
P~

0 \-

0 1 2 3 4 5
Bn @)

Figura 5.14. Comprimentos de recolamento versus numeros de Bingham, para Re=50.

A figura 5.14 pode ser comparada com o caso newtoniano — correspondendo a
Bn=0 — com os resultados de Dagtekin and Unsal (2010). Os resultados obtidos neste
trabalho para o comprimento de recolamento adimensional para Bn=0 (L,=8.6)
concordam com aqueles de Dagtekin and Unsal (2010), que obtiveram um valor de
L,=8.785.

Escoamentos sujeitos a tensdes de escoamento limite mais elevadas
apresentam zonas com viscosidade muito elevada (porém finita), restringindo,
consequentemente, a influéncia local da inércia. Esse efeito pode ser notado através

das linhas de corrente apresentadas para a regido de recirculacdo, na quina da



103

expansdo, mostradas na figura 5.15, para Re=50 e nimeros de Bingham variando de

0,2 ateé 5,0.

=

-2i5 6 2.I5 5 7.|5 (a)
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25
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Figura 5.15. Linhas de corrente para Re=50: (a) Bn=0; (b) Bn=0,2 (c) Bn=1; (d)
Bn=2; (e) Bn=3; (f) Bn=5.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, foi empregada uma metodologia multicampos de Galerkin
minimos-quadrados, em termos de trés varidveis primais: tensdo extra, velocidade e
pressdo, para aproximar escoamentos de fluidos de Bingham-Papanastasiou com
inércia, através de uma expansdo planar abrupta de um para quatro.

Esta formulacdo, que ndo necessita satisfazer a priori as condi¢des de
compatibilidade envolvendo os subespacos de elementos finitos de pressdo e
velocidade e de tensdo e velocidade, mostrou-se capaz de permanecer estavel tanto
em escoamentos altamente viscoplésticos (para altos valores do numero de Bingham)
quanto em escoamentos com elevada inércia (sujeitos a altos valores do niimero de

Reynolds).
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As influéncias da inércia e da tensdo de escoamento na morfologia das
superficies materiais foram avaliadas através da variagao dos numeros de Reynolds e
de Bingham, respectivamente. Para escoamentos lentos, quanto maior o aumento do
nimero de Bingham, maior o crescimento monotonico das regides ndo escoadas —
tanto no caso das zonas mortas na quina da expansao quanto para os escoamentos
pistonados presentes na zona central do canal com menor se¢dao reta (antes da
expansao) e do canal com maior se¢do reta (apds a expansao). Como consequéncia do
crescimento das regides ndo escoadas, o escoamento estd sujeito a maiores perdas de
carga (diminuigdes de pressdo) a medida que aumenta o numero de Bingham. Para
escoamentos fortemente viscoplasticos sdo observadas regides escoadas apenas em
finas camadas limite proximas das paredes dos canais — o restante dos dois canais
sendo ocupado pelos escoamentos pistonados (caracterizando regides com tensdo de
cisalhamento inferior a tensdo limite). A simulagdo computacional adequada destas
camadas limite abruptas — apresentadas nos graficos de elevagdo de velocidade —
mostrou a importancia de utilizar uma estratégia de estabilizacdo adequada, como ¢ o
caso da metodologia GLS empregada.

Quando a inércia € levada em conta, o aumento do nimero de Reynolds afasta
os escoamentos pistonados do plano de expansdo e as zonas mortas na quina da
expansdo sofrem alongamento ao longo das linhas de corrente do escoamento
principal. Além disso, o comprimento de recolamento no canal maior ¢ fortemente
influenciado pelo nimero de Bingham, diminuindo com o aumento de Bn.

Os resultados numeéricos obtidos neste trabalho confirmam dados da literatura
e demonstram a estabilidade do método GLS multicampos empregado para

escoamentos com altos valores de numeros de Bingham e de Reynolds: em todos os
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casos simulados foram gerados campos estdveis para as trés varidveis primais
consideradas.

Como perspectivas para trabalhos futuros, a mais natural seria a aplicacao da
metodologia GLS multicampos a escoamentos de fluidos ndo newtonianos com
comportamento viscoelastico. A formulacao das equagdes do movimento em tensao,
pressao e velocidade ¢ a forma natural de apresentar as equagdes do movimento
quando a equagao constitutiva para o tensor extra de tensdo ¢ transcendental.

Outra extensdo deste trabalho, de aplicacdo mais imediata, seria tratar
escoamentos de fluidos viscoplasticos com comportamento nao linear apds ter sido
atingida a tensdo limite de escoamento. Este comportamento, normalmente
pseudopastico, pode ser modelado através das equagdes de Herschel-Bulkley e SMD,
apresentadas no capitulo 3. Nestes modelos, a necessidade de estabilizagdo pode
ocorrer também nas regides onde a viscosidade torna-se muito baixa devido as altas
taxas de deformagdo experimentas pelo material, caracterizando um comportamento
fortemente pseudoplastico.

Os comportamentos elastico e viscoso representam dois extremos de resposta
a tensOes externas, dentre os quais estdo os materiais viscoelasticos, que tém
caracteristicas de solidos elasticos que durante a deformacao mostram efeitos viscosos
provenientes da dissipacdo de energia e de fluidos viscosos que exibem efeitos
elasticos. Tais fluidos apresentam fendmenos mais complexos como tensdes normais
nao nulas e recolhimento. Exemplos sdo os liquidos de Maxwell e Oldroyd, que t€ém
aplicagdes industriais relevantes como 6leos, tintas e solugdes poliméricas.

Dificuldades adicionais surgem ao se considerar modelos viscoelasticos do
tipo diferencial: a perda de convergéncia de quase todos os esquemas numéricos para

altos valores do numero de Deborah — quando os termos advectivos presentes na
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equagdo constitutiva sdo relevantes (o nimero de Deborah ¢ um parametro que
relaciona os efeitos elasticos e os efeitos viscosos do fluido) — problema usualmente
puramente numérico; possiveis problemas de convergéncia na vizinhanga de
singularidades em geometrias complexas; e o grande volume de computacdo
envolvida nas simulagdes, por ser necessario obter aproximagdes para os campos de
tensdo, velocidade e pressio em cada ponto nodal, implicando na resolugdo de
grandes sistemas ndo lineares acoplados.

E importante enfatizar que, apesar destes escoamentos ocorrerem, em geral, a
valores baixos do nimero de Reynolds, sua convergéncia ¢ uma tarefa complexa, pois
os trés campos — velocidade, pressao e tensor extra de tensdes — estdo fortemente
acoplados e sua representagdo matematica resulta num sistema altamente nao linear,
cuja classificagdo matematica depende dos valores assumidos pelos parametros e das

condi¢des de escoamento.
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