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RESUMO

Este  trabalho  enfoca  aproximações  de  elementos  finitos  para  o 

escoamento  de fluidos  com tensão limite  de escoamento  através  de uma 

expansão  planar  abrupta.  O  modelo  mecânico  combina  as  equações  de 

balanço  de  massa  e  momentum  com  o  modelo  viscoplástico  de 

Bingham,  regularizado  pela  equação  de  Papanastasiou,  descrevendo 

com  uma  única  equação  as  regiões  materiais  escoadas  e  não  escoadas.  

Uma  metodologia  de  Galerkin  mínimos-quadrados  (GLS)  multicampos, 

em  termos  de  tensão-extra,  velocidade  e  pressão  é  empregada  na 

aproximação  dos  escoamentos.  Este  método  contorna  a  necessidade  de 

se  satisfazer  as  condições  de  compatibilidade  entre  os  subespaços  de  

elementos  finitos  de  pressão  e  velocidade  e  de  tensão  e  velocidade. 

Além  disso,  a  escolha  apropriada  dos  parâmetros  de  estabilização  –  

resíduos  dependentes  da  malha,  resultantes  da  minimização  das 

equações  de  Euler-Lagrange  do  problema,  adicionados  à  formulação 

clássica  de  Galerkin,  aumentando  sua  estabilidade  sem  prejudicar  sua 

consistência  – torna a metodologia  capaz de manter-se estável  e precisa  

em  escoamentos  sujeitos  a  altos  números  de  Bingham  e  de  Reynolds.  

Foram  simulados  numericamente  escoamentos  do  fluido  de  Bingham 

através  de  uma  expansão  planar  abrupta  1:4.  Para  escoamentos  lentos,  

investigou-se  o  efeito  da  tensão  limite  de  escoamento  na  dinâmica  de 

materiais  viscoplásticos,  variando-se  o  número  de  Bingham  de  0,2  até  

100.  A  seguir,  foram  considerados  os  efeitos  de  inércia  variando  o 

número  de  Reynolds  entre  0  e  50.  Os  resultados  caracterizaram  com 

precisão  a  morfologia  das  superfícies  de  escoamento  para  altos  valores  

do número de Bingham em escoamentos com inércia.

Palavras-chave:  Fluidos viscoplásticos,  Formulações multicampos de Galerkin mínimos quadrados, 
Modelo de Bingham regularizado, Efeitos de Inércia, Escoamento com expansão abrupta.



ABSTRACT

This work is  concerned with finite  element  approximations  for yield stress 

fluid flows through a sudden planar expansion. The mechanical model is composed 

by mass and momentum balance equations, coupled with the Bingham viscoplastic 

model  regularized  by Papanastasiou  (1987) equation,  which  describes  yielded and 

unyielded material regions by a single equation. A multi-field Galerkin least-squares 

(GLS)  method  in  terms  of  extra-stress,  velocity  and  pressure  is  employed  to 

approximate the flows. This method is built to circumvent compatibility conditions 

involving pressure-velocity and stress-velocity finite element subspaces. In addition, 

thanks to an appropriate design of its stability parameters – mesh-dependent residuals, 

resulting  from the  minimization  of  the  Euler-Lagrange  equations  of  the  problem, 

which  are  added  to  the  classical  Galerkin  method,  enhancing  Galerkin  stability 

without  upsetting  its  consistency – this  methodology is  able  to  remain  stable  and 

accurate in high Bingham and Reynolds flows. Numerical simulations concerning the 

flows of a regularized Bingham fluid through a one-to-four sudden planar expansion 

are  performed.  For  creeping  flows,  yield  stress  effects  on  the  fluid  dynamics  of 

viscoplastic materials are investigated through the ranging of Bingham number from 

0.2 to 100. In the sequence, inertia effects are accounted for ranging the Reynolds 

number from 0 to 50. The numerical results are able to characterize accurately the 

morphology of yield surfaces in high Bingham flows subjected to inertia.

Keywords: Viscoplastic  fluids,  Multifield  Galerkin  least-squares  method,  Regularized  Bingham 
model, Inertia effects, Sudden expansion flow.
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Capítulo 1

Introdução

1.1. Considerações Gerais

Fluidos com comportamento newtoniano representam mais de 90% dos fluidos 

presentes na biosfera, com relevante presença na indústria e no dia a dia da maioria 

das pessoas. Entretanto um comportamento não newtoniano é observado na maioria 

dos  fluidos  sintéticos  industriais  bem  como  em fluidos  com  relevância  biológica 

indiscutível, como o sangue, só para citar alguns casos. A denominação de fluido não 

newtoniano  é  normalmente  empregada  para  materiais  cujo  comportamento  se 

enquadre  entre  dois  extremos  clássicos  –  fluidos  newtonianos  viscosos  e  sólidos 

hookeanos  elásticos  –  e  que  possam ser  classificados  como  fluidos,  embora  esta 

definição não seja válida para todos os tipos de comportamento não newtoniano.



Exemplos de fluidos não newtonianos são: petróleo bruto, fluidos lubrificantes 

utilizados na perfuração de poços de petróleo e gás natural, lamas provenientes da 

indústria  extrativa,  tintas,  produtos  cosméticos,  colas,  sabões,  detergentes, 

medicamentos, alimentos na fase líquida ou que passaram pela fase líquida durante 

sua preparação.

A Mecânica dos Fluidos é o estudo do comportamento dos materiais fluidos 

quando em escoamento. A análise dos fenômenos da Mecânica dos Fluidos se baseia 

na solução simultânea de certo de número de equações representando as leis físicas 

que governam os fenômenos considerados. Estas equações podem ser agrupadas em 

duas categorias. A primeira, inclui as equações que representam leis físicas válidas, 

em princípio, para todos os materiais mecânicos. Estas equações incluem as equações 

de balanço a conservação de massa, os balanços de momentum linear e angular e a 

conservação  de energia,  além de uma desigualdade,  expressa  pela  segunda lei  da 

Termodinâmica. 

Um  segundo  grupo  de  equações  representa  leis  físicas  que  governam  o 

comportamento de materiais específicos. Segundo Astarita e Marucci (1974), a forma 

dessas equações  depende da classe dos materiais  considerados e do valor  de seus 

parâmetros. Estas equações, conhecidas como equações constitutivas, caracterizam as 

propriedades  físicas  do  meio  contínuo  estudado,  estabelecendo  uma  relação 

matemática entre as variáveis que permite descrever o comportamento de um material 

sujeito à ação de forças. No caso de fluidos, as componentes do tensor desviador ou 

viscoso estão associadas à dissipação de energia. 

 Existem, basicamente, três diferentes formas de abordagem de problemas em 

mecânica dos fluidos e transferência de calor: experimental, teórica (ou analítica) e 

numérica  (ou computacional).  Na maioria  dos  problemas de Engenharia  estas três 
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abordagens  podem ser  convenientemente  combinadas.  Por  exemplo,  na  simulação 

numérica  de  escoamentos  turbulentos  são,  em geral,  utilizados  alguns  parâmetros 

obtidos  experimentalmente.  Além  disso,  muitas  técnicas  teóricas  que  utilizam 

cálculos  computacionais  podem  ser  classificadas  como  abordagens  numéricas.  A 

Dinâmica  dos  Fluidos  Computacional (CFD)  – que  pode  ser  descrita  de  forma 

generalizada como a simulação numérica de processos físicos e/ou físico-químicos 

que  apresentam  escoamento, tratando  problemas  de  mecânica  dos  fluidos  e  de 

transferência  de  calor  – vem  sendo  cada  vez  mais  aplicada  na  últimas  décadas, 

principalmente devido ao aumento da disponibilidade de recursos computacionais e 

da  velocidade  de processamento,  possibilitando  tratar  de forma realista  problemas 

com grande complexidade e prever o desempenho de novos projetos ou processos.

A modelagem de fenômenos de interesse em Engenharia, como o estudo de 

Dinâmica dos Fluidos, usualmente origina equações diferenciais ou integrais. Estas 

equações  –  exceto  no  caso  de  problemas  mais  simples,  que  permitem  soluções 

analíticas  –  são  tratadas  computacionalmente  através  de  métodos  numéricos, 

essencialmente técnicas que permitem encontrar soluções aproximadas para elas. O 

método  de  Elementos  Finitos,  amplamente  utilizado  na  simulação  de  equações 

diferenciais e integrais provenientes de modelagens de fenômenos de Engenharia, foi 

introduzido nos anos 50 e no início dos anos 60 para a solução numérica de equações 

diferenciais  parciais  descrevendo  problemas  de  Mecânica  dos  Sólidos. 

Essencialmente,  o  método  era  visto  como  uma  generalização  dos  métodos 

anteriormente aplicados em cálculo estrutural para tratar vigas, pórticos e placas, nos 

quais as estruturas eram subdivididas em pequenas partes – os elementos finitos – 

com comportamento  previamente  conhecido  (Johnson,  1987).  Em  1980,  Patankar 

observou que, enquanto a metodologia de diferenças finitas já estava bem consolidada 
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na  área  de  Dinâmica  dos  Fluidos  Computacional,  o  método  de  elementos  finitos 

apresentava um desenvolvimento mais lento, se comparado às diferenças finitas ou ao 

seu próprio sucesso na área de Mecânica dos Sólidos. A partir de meados da década 

de 60, teve início o estudo da análise matemática do método de elementos finitos, 

fazendo  com  que  ele  se  convertesse  num  método  geral  de  solução  numérica  de 

equações  diferenciais  parciais  e  equações  integrais,  aplicado  em  quase  todos  os 

campos de Engenharia e Ciências Aplicadas. Como exemplos de aplicações podem 

ser citados problemas de engenharia de estruturas, resistência de materiais, mecânica 

dos fluidos, engenharia nuclear, electromagnetismo, propagação de ondas, condução 

de calor, processos de convecção-difusão e engenharia de petróleo. 

O método de elementos finitos é hoje uma das técnicas mais empregadas na 

solução numérica  de equações  diferenciais  parciais.  Segundo Oden (1991) “talvez 

nenhuma outra família de métodos de aproximação tenha tido tanto impacto na teoria 

e aplicação de métodos numéricos ao longo do século XX”. Esta metodologia utiliza 

uma formulação variacional equivalente, em vez de operar diretamente sobre sistemas 

de equações diferenciais – como o método das diferenças finitas, na qual o problema 

discreto  é  obtido  substituindo-se  as  derivadas  por  quocientes  de  diferenças, 

envolvendo os valores das incógnitas num número finito de pontos. O processo de 

discretização via elementos finitos reformula o problema de valor inicial e / ou de 

valor de contorno na forma diferencial como um problema variacional equivalente, 

sendo a solução aproximada obtida através da integração de uma quantidade em um 

domínio. A integral de uma função sobre um domínio arbitrário é transformada num 

somatório de integrais sobre um conjunto arbitrário de subdomínios – os elementos 

finitos. Se estes subdomínios forem suficientemente pequenos, funções polinomiais 

podem  representar  adequadamente  o  comportamento  local  da  solução. 
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Essencialmente, a aproximação via metodologia de elementos finitos de uma equação 

diferencial ou integral é iniciada através da formulação variacional do problema em 

questão.  Em  seguida,  efetua-se  uma  discretização  –  com  a  construção  de  um 

subespaço de dimensão finita, normalmente um subconjunto do espaço que denota o 

conjunto de funções (candidatas a solução) admissíveis – que costuma ter dimensão 

infinita. O próximo passo é a solução do problema discreto, seguido da programação 

propriamente dita – a implementação computacional do método.

Como vantagens do método de elementos finitos podem ser citadas (Johnson, 

1987;  Oden,  1991)  a  capacidade  de  tratar  geometrias  arbitrárias  e  condições  de 

contorno gerais, uma vez que o método é, essencialmente, independente da geometria, 

podendo  ser  aplicado  a  domínios  complexos,  sujeitos  a  condições  de  contorno 

arbitrárias.  Esta  vantagem,  além  da  capacidade  de  lidar  com  materiais  com 

propriedades variáveis ou com não linearidades, é particularmente importante quando 

esta metodologia é comparada a diferenças finitas.  Outra importante característica é 

permitir a utilização de malhas não estruturadas, uma vez que a aplicação do método 

não requer, necessariamente, uma transformação global das coordenadas, podendo-se 

adicionar ou suprimir elementos sem alterar a estrutura de dados global. Além disso, a 

metodologia de elementos finitos, devido a sua estrutura clara e a sua versatilidade, 

possibilita  uma  programação  flexível,  levando  à  construção  de  códigos 

computacionais  sistemáticos  de  aplicação  generalizada.  (Existem diversos  códigos 

computacionais disponíveis, com amplo espectro de aplicações, muitos deles de uso 

comercial.) Para finalizar, é importante citar a fundamentação matemática do método 

de elementos finitos, principalmente devido ao intenso desenvolvimento da análise 

matemática alcançado a partir  dos anos 80. O sólido embasamento matemático do 

método de elementos finitos adiciona a ele confiabilidade, possibilitando, em muitos 
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casos, uma análise matemática com estimativa da precisão das aproximações obtidas 

através de sua aplicação.

A metodologia de elementos finitos mais empregada é o conhecido método de 

Galerkin  (Ciarlet,  1978),  inicialmente  introduzido  para  aproximar  a  solução  de 

equações  diferenciais  parciais  em  cálculo  de  estruturas  elásticas  lineares, cuja 

modelagem  via  elementos  finitos  normalmente  origina  operadores  elípticos 

simétricos. Esta metodologia nem sempre é a mais adequada para tratar problemas de 

fluidos.  Uma  das  razões  é  a  presença  dos  termos  convectivos  –  inerentemente 

assimétricos.  A  aplicação  do  método  de  Galerkin  a  problemas  com  operadores 

assimétricos, como os problemas de mecânica dos fluidos, não obteve o mesmo grau 

de sucesso atingido para operadores simétricos, típicos de problemas de mecânica dos 

sólidos. Problemas, como a presença ocasional de oscilações espúrias no campo de 

velocidades, tiveram que ser enfrentados para desenvolver metodologias de elementos 

finitos capazes de simular adequadamente escoamentos de fluidos. Finalmente, outro 

problema,  não  menos  importante,  que  surge  na  aproximação  numérica  destes 

escoamentos  é a coercividade,  necessária  para assegurar existência  e unicidade da 

solução da formulação fraca (Hughes, 1987). 

A  aplicação  do  método  de  Galerkin  nas  aproximações  numéricas  de 

escoamentos  incompressíveis  apresenta  algumas  dificuldades  (Johnson,  1987). 

Inicialmente,  tem-se  a  necessidade  de  compatibilizar  os  subespaços  de  elementos 

finitos  de  velocidade  e  de  pressão,  satisfazendo  a  clássica  condição  de  Babuška-

Brezzi (Babuška, 1973; Brezzi, 1974) – uma vez que o campo de pressões deve ser 

computado  como  um  multiplicador  de  Lagrange  associado  à  restrição  de 

incompressibilidade  do  campo de  velocidades,  gerando  um  problema  misto  em 

velocidade e pressão. Em outras palavras, a condição de Babuška-Brezzi não permite 
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que os subespaços de elementos finitos de velocidade e de pressão sejam gerados por 

combinações arbitrárias de interpolações de elementos finitos. Esta condição restringe 

a escolha de elementos finitos, descartando combinações desejáveis como elementos 

de  igual  ordem.  Outra  dificuldade  surge  no  caso  de  formulações  multicampos:  a 

escolha dos subespaços de elementos finitos de tensão e de velocidade.  A terceira 

dificuldade seria a instabilidade inerente aos esquemas de discretização centrados – 

obtidos  tanto  através  da  formulação de Galerkin  como via diferenças  finitas  –  na 

abordagem  de  problemas  advectivo  dominados,  devido  à  assimetria  do  operador 

advectivo (Brooks e Hughes, 1982; Patankar, 1980). Esta instabilidade, que provoca 

um comportamento oscilatório da discretização via método de Galerkin, pode surgir 

sempre que os efeitos de inércia forem levados em conta, podendo ser agravada pelas 

não  linearidades  presentes  nos  modelos  constitutivos  de  fluidos  newtonianos 

generalizados. 

Os métodos estabilizados de elementos finitos são construídos adicionando-se 

termos dependentes da malha aos termos da aproximação clássica de Galerkin – que 

são funções dos resíduos das equações de Euler-Lagrange, avaliados a cada elemento. 

Além disso, os termos de estabilização são consistentes (pois os referidos resíduos são 

satisfeitos  pelas  soluções  exatas)  e  são  numericamente  estabilizadores,  não 

necessitando  satisfazer  a  condição  de  Babuška-Brezzi  (Ciarlet,  1978).  A primeira 

metodologia estabilizada proposta foi o método SUPG “Streamline Upwind Petrov-

Galerkin” (Brooks e Hughes,  1982), usado inicialmente para tratar  o problema de 

advecção-difusão  e,  posteriormente,  estendido  a  outras  aplicações.  Uma  outra 

metodologia  estabilizada  será  empregada  neste  trabalho:  o  método  de 

Galerkin/mínimos-quadrados (GLS), proposto por  Hughes et al. (1986) para tratar o 

problema de Stokes, que utiliza uma formulação de mínimos quadrados dos resíduos 
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da formulação de Galerkin para construir os termos de adicionais (de perturbação). 

Desta  forma,  ele  aumenta  a  estabilidade  da formulação  original  de Galerkin,  sem 

prejudicar  sua consistência.  Este  método já  foi amplamente empregado para tratar 

problemas estruturais e de escoamentos de fluidos (Franca e Frey, 1992; Franca et al., 

1994).  O método GLS estabiliza o operador advectivo da equação de movimento, 

adicionando um efeito  “upwind” na direção das linhas de corrente do escoamento 

(Brooks  e  Hughes,  1982;  Franca  et  al.,  1992),  além  de  modificar  a  formulação 

clássica  de  Galerkin,  não  mais  requerendo a  satisfação  a  priori  da  condição  de 

Babuška-Brezzi (Hughes et al., 1986). 

O objetivo deste trabalho é empregar uma metodologia de elementos finitos 

multicampos,  estabilizado  por  uma  formulação  de  Galerkin/mínimos-quadrados 

(Hughes et  al.,  1986),  denotada por GLS, para simular  escoamentos  de fluidos de 

Bingham  regularizados  pela  estratégia  proposta  por  Papanastasiou  (1987).  A 

metodologia  GLS  modifica  a  formulação  clássica  de  Galerkin,  sem  requerer  a 

satisfação de condições de compatibilidade envolvendo os subespaços de elementos 

finitos para os pares pressão-velocidade e tensão-velocidade.  O método permanece 

estável  mesmo  na  aproximação  de  escoamentos  advectivo-dominados,  devido  à 

construção  adequada  dos  parâmetros  de  estabilidade  dos  termos  de  mínimos 

quadrados  das  equações  de  equilíbrio  para  o  problema  de  escoamento  do  fluido 

(Franca et al., 1992), além de se manter estável e preciso para escoamentos sujeitos a 

altos números de Bingham e de Reynolds. 

A simulação numérica considera uma expansão planar abrupta 1:4, que, apesar 

de ser um problema clássico (“benchmark”) apresenta poucos resultados na literatura 

para  o  caso  de  fluidos  de  Bingham-Papanastasiou.  As  influências  da  tensão  de 

escoamento e da inércia na morfologia das regiões materiais escoadas e não escoadas 
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são consideradas através da variação do número Bingham de 0,2 até 100 e do número 

de Reynolds de 0 até 50. Os resultados numéricos comprovaram a boa estabilidade da 

formulação empregada e estão de acordo com a literatura.
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1.2. Revisão Bibliográfica

Materiais  viscoplásticos  são  caracterizados  por  uma  tensão  limite  de 

escoamento, a partir da qual o material se comporta como um líquido viscoso. Bird et 

al.  (1982)  apresentam  uma  revisão  abrangente  acerca  do  comportamento  destes 

fluidos,  incluindo os modelos  de Bingham (para o qual  são apresentadas  algumas 

soluções  analíticas),  Herschel-Bulkley  e  Casson.  O  estado  da  arte  para  fluidos 

viscoplásticos  é  discutido  por  Barnes  (1999),  numa  extensa  revisão  bibliográfica 

cobrindo todo o século 20, que mostra a importância do estudo do comportamento de 

materiais  viscoplásticos  –  sólidos,  sólidos  macios  e  líquidos  estruturados  –  em 

problemas  de  interesse.  Neste  trabalho,  Barnes  (1999)  enfatiza  a  importância  da 

definição adequada da tensão de escoamento, um tema ainda controverso. Usualmente 

a tensão de escoamento de um sólido era definida como o ponto a partir  do qual 

qualquer  aumento  na  tensão  aplicada  iniciaria  no  sólido  deformado  um 

comportamento caracterizado por deformação permanente. Já a tensão de escoamento 

de um líquido estruturado era normalmente considerada como o ponto a partir do qual 

qualquer  diminuição  introduzida  na  tensão  aplicada  faria  com  que  o  líquido 

deformado começasse a apresentar  um comportamento de sólido,  i.e.,  ausência de 

deformação  contínua  no  material.  O  desenvolvimento  das  técnicas  experimentais 

mostrou que, embora exista uma pequena faixa de tensões na qual as propriedades 

mecânicas  mudam  drasticamente  (uma  tensão  de  escoamento  aparente),  estes 

materiais  mostram  uma  deformação  lenta,  mas  contínua  e  permanente,  quando 

solicitados por um longo tempo abaixo deste nível, após ter apresentado uma resposta 

inicial elástica e linear à tensão aplicada. A resposta de líquidos estruturados passa de 

um comportamento característico de fluência para as tensões mais baixas, quando as 
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tensões aumentam, apresenta uma dependência do tipo power-law e, geralmente, tem 

comportamento  newtoniano  para  as  tensões  mais  elevadas  –  passando  por  uma 

transição de uma viscosidade muito alta (>106 Pa.s) para um comportamento clássico 

de líquido (<0,1 Pa.s) – para uma variação relativamente pequena de tensões. Apesar 

de mostrar que a tensão de escoamento não pode ser considerada uma propriedade 

física do material – abaixo da qual não poderia haver escoamento – Barnes (1999) 

sugere  que  seja  considerada  uma  tensão  de  escoamento  aparente,  válida  para 

aplicações de Engenharia.

Materiais viscoplásticos são descritos por modelos descritos por duas equações 

com derivadas descontínuas, inconvenientes para aproximações numéricas, uma vez 

que exigem o rastreamento da superfície de escoamento (a superfície que separa as 

regiões escoadas, que apresentam comportamento típico de fluido, daquelas ditas não 

escoadas – ou plásticas, nas quais ou não existe movimento ou existe movimento de 

corpo rígido). Por isso, existem poucas soluções exatas para escoamentos de fluidos 

de Bingham, por exemplo,  para os casos de escoamento retilíneo e de escoamento 

circular  de Couette  (Lipscomb e Denn,  1984).  Segundo Frigaard  e  Nouar  (2005), 

modelos  de regularização para  a  viscosidade  são os  métodos  mais  utilizados  para 

tratar numericamente escoamentos de fluidos viscoplásticos. A regularização consiste 

em substituir o modelo que emprega duas equações por uma única equação, válida 

para  todo  o  domínio  material,  que,  matematicamente,  consiste  em  suavizar  um 

problema não diferenciável. De um ponto de vista físico, a viscosidade regularizada 

tende para um valor grande – porém finito – quando a taxa de deformação se anula. 

Frigaard  e  Nouar  (2005)  analisaram  a  convergência  de  três  metodologias  de 

regularização da viscosidade em escoamentos de fluidos viscoplásticos de Bingham, 

em relação aos modelos exatos correspondentes. A primeira metodologia (Allouche et 
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al.,  2000) emprega uma equação algebricamente bastante simples e as outras duas 

regularizações  para  viscosidade  são  amplamente  usadas  na  literatura,  e  foram 

propostas por Bercovier e Engelman (1980) e por Papanastasiou (1987). Uma outra 

opção para descrever escoamentos de fluidos viscoplásticos é empregar um modelo de 

bi-viscosidade,  que  foi  utilizado  por  diversos  autores  (Lipscomb  e  Denn  (1984); 

O'Donovan e Tanner, 1984; Beverly e Tanner, 1992, Wilson e Taylor, 1996 e Jay et 

al, 2001). Esta abordagem prevê adequadamente os campos de tensão na região dita 

escoada, mas sua implementação é mais difícil que a dos modelos com equações de 

regularização e eles não são tão eficientes na previsão das superfícies de escoamento 

(que separam as regiões materiais escoadas e não escoadas.)

Souza Mendes et  al.  (1996),  também usaram  um modelo de bi-viscosidade 

para  analisar  o  escoamento  permanente  de  um fluido  de  Bingham através  de  um 

arranjo de tubos capilares, tanto via método de volumes finitos (Patankar, 1980) como 

experimentalmente, e determinaram uma relação entre taxa de escoamento e queda de 

pressão, obtendo boa concordância entre resultados numéricos e experimentais. Um 

modelo de bi-viscosidade, modificado para a função viscosidade, foi empregado por 

Souza  Mendes  et  al.  (2000),  na  análise  de  um  escoamento  laminar  em  regime 

permanente de fluidos newtonianos generalizados através de geometria axisimétrica 

composta por uma expansão e uma contração abrupta, obtendo boa concordância o 

modelo de Herschel-Bulkley. Mais uma vez, Souza Mendes et al. (2000) observaram 

boa  compatibilidade  entre  os  resultados  experimentais  e  numéricos  (via  volumes 

finitos), exceto no caso de expansões curtas.

Liu  et  al.  (2002)  simularam  via  elementos  finitos  escoamentos  lentos  de 

fluidos de Bingham em torno de uma esfera rígida, comparando duas abordagens para 

regularizar  o  modelo  de  Bingham  –  propostas  por  Papanastasiou  (1987)  e  por 
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Bercouvier e Engelman (1980), utilizadas respectivamente por Beris et al. (1985) e 

Blackery  e  Mitsoulis  (1997),  obtendo  concordância  com  ambos  modelos  de 

regularização – o que permitiu determinar as superfícies de escoamento e obter uma 

solução  limite  para  escoamentos  lentos  de  fluidos  de  Bingham em torno de  uma 

esfera.  Liu  et  al.  (2002)  observaram  que  os  dois  modelos  regularizadores  não 

apresentavam diferenças  significativas  na  convergência  nem na  localização  ou na 

forma das superfícies de escoamento.

Com o objetivo de representar de forma realista o comportamento dos líquidos 

viscoplásticos, Souza Mendes e Dutra (2004) propuseram uma equação constitutiva 

para  a  função  viscosidade  para  fluidos  viscoplásticos  fortemente  pseudoplásticos, 

empregando  apenas  parâmetros  reológicos.  A  equação  foi  ajustada  para  soluções 

aquosas de carbopol, para um fluido de perfuração e outros fluidos de interesse. A 

função proposta é contínua, apresentando um platô a baixas tensões de cisalhamento, 

seguido por uma queda brusca da viscosidade para uma tensão cisalhante limite – a 

tensão de escoamento  – por  sua vez seguido por  uma região  power-law.  Como a 

função viscosidade proposta por Souza Mendes e Dutra (2004) é contínua e apresenta 

derivadas  também  contínuas,  ela  é  conveniente  para  simulações  numéricas.  Este 

modelo foi posteriormente utilizado por Souza Mendes et al. (2007a) para estudar o 

escoamento  interno  de  líquidos  viscoplásticos  através  de  dutos  cuja  geometria 

consiste em uma expansão abrupta axisimétrica seguida por uma contração abrupta. 

Neste  trabalho,  Souza  Mendes  et  al.  (2007a)  definiram  um  parâmetro  material 

reológico adimensional (o número de salto J – uma medida relativa do salto na taxa 

de cisalhamento quando a tensão de cisalhamento é aproximadamente igual à tensão 

de escoamento). Souza Mendes (2007) apresentou um procedimento alternativo para a 

adimensionalização de problemas de mecânica dos fluidos não newtonianos, baseado 
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em parâmetros reológicos apenas, cujos valores independem da vazão, para fluidos 

pseudoplásticos,  viscoplásticos,  viscoelásticos  e  elastoviscoplásticos.  O modelo  de 

Souza Mendes e Dutra (2004) foi também usado por Souza Mendes et al. (2007b) 

para  investigar  o  deslocamento  de  líquidos  viscoplásticos  em  tubos  capilares 

provocado por injeção de gás.

Graças  à  sua  fácil  implementação  computacional,  a  regularização  de 

Papanastasiou  (1987)  é  largamente  utilizada  em  simulações  numéricas  de 

escoamentos  de fluidos viscoplásticos,  apesar da desvantagem de depender  de um 

parâmetro  não-reológico  (numérico),  que  controla  o  crescimento  exponencial  do 

termo de tensão de escoamento do modelo clássico de Bingham em regiões sujeitas a 

taxas de deformação muito pequenas. 

Abdali  et  al.  (1992) simularam, por uma metodologia de elementos  finitos, 

escoamentos  de fluidos de Bingham,  regularizados  pela  equação de Papanastasiou 

(1987) – que serão denotados por escoamentos de Bingham-Papanastasiou ao longo 

deste  trabalho – através  de uma contração abrupta 4:1 em canais axissimétricos  e 

planares.  Os  autores  também  levaram  em  conta  efeitos  de  entrada  e  de  saída, 

buscando estudar o efeito das superfícies de escoamento nos processos de extrusão.

Alexandrou  et  al.  (2001)  estudaram  a  influência  relativa  da  inércia,  da 

viscosidade e da tensão de escoamento no processo de enchimento de uma cavidade 

por fluidos de Bingham- Papanastasiou, variando as condições de escoamento e as 

constantes reológicas. Os resultados obtidos através de um código comercial foram 

capazes  de  identificar  cinco  diferentes  regimes  de  escoamento,  em  função  dos 

números  de  Reynolds  e  de  Bingham.  Os  autores  enfatizaram  a  importância  da 

determinação  das  regiões  escoadas  e  não escoadas  –  separadas  pela  superfície  de 

escoamento – em problemas práticos de moldagem por injeção, não apenas devido à 
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natureza  do  escoamento,  como  também  por  sua  influência  nas  propriedades  do 

produto final.

Peric e Slijpcevic (2001) utilizaram uma metodologia de Galerkin / mínimos-

quadrados (GLS) de elementos finitos em dois campos para estudar o comportamento 

evolutivo  de  fluidos  de  Bingham-Papanastasiou  através  de  uma  contração  planar 

abrupta  3:1,  concluindo que a  metodologia  GLS é capaz de tratar  adequadamente 

escoamentos  de  fluidos  viscoplásticos  com  relevância  industrial,  como  aqueles 

empregados nos processos de extrusão.  Uma formulação GLS mista  de elementos 

finitos foi também utilizada por Zinani e Frey (2007) para aproximar escoamentos 

lentos de fluidos de Bingham-Papanastasiou através de contrações abruptas 2:1, com 

geometrias planar e axisimétrica, permitindo concluir que o aumento do número de 

Bingham leva a um aumento significativo da queda de pressão, devido ao crescimento 

das regiões materiais não escoadas através do canal com expansão. A morfologia das 

zonas escoadas e não escoadas apresentada por Zinani e Frey (2007) concordou com 

os resultados anteriores de Mitsoulis e Huigol (2004). 

Uma  revisão  das  diferentes  instabilidades  no  processo  de  extrusão  e  das 

condições para que elas ocorram é apresentada por Denn (1990), Larson (1992) e Jay 

et  al.  (1998a,  1998b).  Segundo  Jay  et  al.  (1998a),  em  polímeros  com  alto  peso 

molecular pode-se observar um deslizamento macroscópico na extrusão, que pode ser 

utilizado na redução de trincas e do inchamento dos polímeros.  Jay et al.  (1998b) 

simularam numericamente (através de um código comercial) a extrusão de um fluido 

não newtoniano puramente viscoso, utilizando uma lei obtida experimentalmente para 

o deslizamento fortemente não linear, baseada na dinâmica das cadeias moleculares e 

observaram que o escoamento apresenta uma tensão crítica,  abaixo da qual ocorre 

adesão às paredes.  Esta lei  de fricção foi  empregada por Piau et  al.  (1998a) para 

15



estudar um escoamento de Poiseuille um fluido não newtoniano puramente viscoso, 

analisando a transição da adesão às paredes para o deslizamento. 

Escoamentos  de  fluidos  de  Bingham-Papanastasiuou  também  foram 

considerados por Dimakopolous e Tsamopolous (2003), no estudo do efeito da tensão 

de escoamento, da inércia e da pressão aplicada no gás – em tubos retos e sujeitos a 

restrições  abruptas  e  em  problemas  de  deslocamentos  de  líquidos  causados  pela 

injeção de gás. Este último problema foi também analisado por Sousa et al. (2007), 

que  investigaram  o  deslocamento  num  tubo  capilar,  estudando  os  padrões  de 

escoamento, as configurações da interface entre líquido e gás e a fração de massa de 

líquido  depositada,  em  função  de  um  número  de  capilaridade  para  fluidos  não 

newtonianos  e  de  uma  tensão  de  escoamento  adimensionalizada,  equivalente  ao 

número  de  Bingham.  Sousa  et  al.  (2007)  também  consideraram  fluidos 

pseudoplásticos em seu estudo e verificaram que a fração de massa depositada nas 

paredes  decresce e a forma das interfaces  torna-se mais  achatada  à medida que o 

comportamento do fluido se afasta do comportamento newtoniano. 

Mitsoulis  e  Huilgol  (2004)  estudaram,  via  método  de  elementos  finitos,  o 

escoamento  de  fluidos  de  Bingham-Papanastasiou,  em  expansões  abruptas  2:1, 

levando  em  conta  efeitos  de  entrada  e  determinando  a  forma  e  a  extensão  das 

superfícies de escoamento e a forma, o tamanho e a intensidade dos vórtices, para 

uma ampla faixa de números de Bingham e de Reynolds, observando uma redução no 

tamanho  dos  vórtices  com  o  aumento  do  número  de  Bingham,  independente  do 

número de Reynolds. Os autores também determinaram a perda de carga localizada na 

expansão,  obtendo  valores  para  a  correção  de  pressões.  Huilgol  e  You  (2005) 

resolveram,  empregando  princípios  e  desigualdades  variacionais  e  o  método  da 

lagrangiano  aumentado  –  desenvolvido por  Fortin  e  Glowinski  (Glowinski,  1984; 
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Fortin e Glowinski, 1983) – escoamentos de fluidos de Bingham, Casson e Herschel-

Bulkley em tubulações de seção circular e quadrada, comparando as velocidades dos 

escoamentos  pistonados,  as  vazões  e  os  fatores  de  atrito  para  estes  fluidos. 

Posteriormente, Huilgol (2006) desenvolveu um processo sistemático para determinar 

a  queda  de  pressão  mínima  requerida  para  iniciar  o  escoamento  de  fluidos 

viscoplásticos em dutos com várias formas de seção transversal simétrica. O processo, 

baseado  em  lemas  desenvolvidos  para  fluidos  de  Bingham,  é  aplicável  a  outros 

fluidos com tensão de escoamento, como os fluidos de Casson e Herschel-Bulkley.

Escoamentos  de  fluidos  viscoplásticos  em  diferentes  geometrias  foram 

simulados numericamente por diversos autores. Hammad e Vradis (1996) analisaram, 

via diferenças finitas, o escoamento lento, incompressível e em regime permanente, 

de um fluido de Bingham através de uma contração abrupta axisimétrica, levando em 

conta o efeito da dissipação viscosa. Os autores estudaram o efeito do aquecimento do 

fluido, gerado pela dissipação viscosa, na alteração da tensão de escoamento e o efeito 

do número de Péclet no campo de temperaturas ao longo do escoamento. Hammad 

(2000) analisou, via diferenças finitas, o efeito das condições hidrodinâmicas em um 

escoamento viscoplástico laminar não isotérmico no comportamento de um fluido de 

Bingham escoando  numa expansão  abrupta  com uma obstrução  variável  antes  do 

plano da expansão. O autor observou que este problema de escoamento viscoplástico 

com  transferência  de  calor  associada  numa  geometria  complexa  apresentava 

características  diferentes  do  caso  de  escoamentos  de  fluidos  newtonianos.  Outros 

experimentos  com  fluidos  de  Bingham  e  Herschel-Bulkley  foram  realizados  por 

Vradis e Otugen (1997) e Hammad et al. (2001), com o objetivo de avaliar os efeitos 

da tensão de escoamento sobre grandezas cinemáticas como o perfil de velocidade e o 

comprimento da recirculação.
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Um interessante trabalho experimental foi realizado por Roberts et al. (2001) 

que, empregando dados obtidos em reômetros controlados pela tensão, apresentaram 

curvas  de  escoamento  (viscosidade  versus  tensão  cisalhante)  para  líquidos 

viscoplásticos  de  interesse  comercial  exibindo  comportamento  fortemente 

pseudoplástico  –  viscosidade  variando  acentuadamente  com  a  tensão  cisalhante, 

considerando três diferentes modelos: o modelo de Cross a três parâmetros, o modelo 

de Ellis padrão (a quatro parâmetros) e, finalmente, um modelo composto de Ellis – a 

oito parâmetros.

Neofytou  (2005)  comparou  quatro  modelos  não  newtonianos  diferentes: 

power-law,  Quemada,  Bingham  e  Casson,  aplicados  ao  clássico  problema  da 

cavidade. O autor investigou os efeitos não newtonianos, para os diferentes modelos 

considerados considerando as características pseudoplásticas e dilatantes dos fluidos. 

Para evitar difusão artificial, foi empregado um esquema numérico de volumes finitos 

combinado a um esquema SIMPLE, com correção de pressões e um esquema QUICK 

para a diferenciação dos termos advectivos, com precisão de ordem 3. 

Trabalhos recentes utilizando o modelo de Bingham justificam a importância 

de seu estudo. Pode-se citar uma aplicação a problemas práticos da indústria, como, 

por  exemplo,  a  medição  das  dimensões  de  cavidades  próximas  de  um impulsor, 

resultantes do processo de agitação em um tanque de ketchup, relevante para o projeto 

de agitadores (Wilkens et. al, 2005). Outra aplicação importante é na lubrificação de 

mancais  hidrodinâmicos.  Segundo  Gertzos  et  al.  (2008)  o  modelo  de  Bingham 

descreve adequadamente uma classe de fluidos inteligentes, como eletro-reológicos e 

magneto-reológicos,  que  podem  ser  utilizados  como  fluidos  para  lubrificação  de 

mancais.  Empregando  um  código  comercial  para  analisar  os  parâmetros  de 
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desempenho  de  mancais  hidrodinâmicos,  Gertzos  et  al.  (2008)  desenvolveram 

diagramas – de fácil utilização em projetos de mancais.

O modelo de Bingham também foi empregado em reômetros de Couette (dois 

cilindros  co-axiais  rotativos  com  escoamento  de  fluido  de  Bingham  –  o  fluido 

cisalhado – no  annulus entre eles) por Estellé et al.  (2008), que concluíram que a 

aproximação de Bingham é capaz de prever adequadamente a taxa de cisalhamento, 

permitindo a obtenção de curvas de escoamento,  para escoamentos completamente 

cisalhados.  Outra aplicação relevante é o estudo da estabilidade do escoamento de 

Couette  entre  dois  cilindros  concêntricos  não  axissimétricos  realizada  por  Catton 

(2006) para os modelos power-law e de Bingham, verificando que as regularizações 

empregadas  no  modelo  de  Bingham  dependem  fracamente  da  equação  reológica 

escolhida e  que a instabilidade no caso de fluidos de Bingham está  presente para 

tensões superiores à tensão de escoamento. 

Singh e Denn (2008) simulam, via método de elementos finitos, o movimento 

de bolhas e gotas em um fluido de Bingham, regularizado pela equação de Bercovier 

e Engelman (1980), visando explicar o efeito de múltiplas bolhas e múltiplas gotas no 

movimento. Os autores observaram que bolhas e gotas agrupadas requerem forças de 

corpo  menores  para  se  movimentarem  que  uma  única  bolha  ou  gota,  sendo  este 

comportamento verificado tanto para o movimento de bolhas e gotas em um fluido de 

Bingham como para seu movimento em um fluido newtoniano. Roquet e Saramito 

(2008) empregaram uma metodologia de elementos finitos mista, anisotrópica e auto 

adaptativa,  para  simular  um escoamento  de  Pouseuille  de um fluido  de Bingham, 

considerando condições de contorno de deslizamento na parede, para um duto com 

seção quadrada, identificando diferentes regimes de escoamento. 
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Objetivando modelar o problema de extrusão, Mitsoulis (2007) simulou, via 

elementos finitos, um  benchmark clássico: um “annular extrudate swell” num duto 

usando o modelo de Herschel-Bulkley, regularizado por Papanastasiou (1987), que 

pode  ser  reduzido,  com  escolhas  de  parâmetros  apropriados,  aos  modelos  de 

Bingham, power-law e newtoniano. Os resultados apresentam a forma da extrusão, e, 

em particular, a espessura e o diâmetro do inchamento do extrudado em função de um 

índice adimensional  power law (no caso de pseudoplasticidade) e de uma tensão de 

escoamento  adimensional  (no  caso  de  fluido  de  Bingham).  Para  o  modelo 

viscoplástico  de  Bingham,  a  espessura  do  extrudado  diminui,  tendendo  a  zero  à 

medida que aumenta a viscoplasticidade (ou seja Bn→∞).

Aproximações numéricas de escoamentos incompressíveis através do método 

de Galerkin clássico em três campos – que usam como variáveis primais velocidade, 

pressão e tensão – enfrentam três importantes dificuldades. A primeira, causada pela 

restrição  de  incompressibilidade,  que  gera  um  problema  misto  em  velocidade  e 

pressão, seria a necessidade de compatibilização dos subespaços de aproximação  de 

velocidade  e  pressão,  que deveriam satisfazer  a chamada condição matemática  de 

Babuška-Brezzi  (Babuška,  1973;  Brezzi,  1974).  Esta  condição  não  permite 

combinações  arbitrárias  de  funções  de  interpolação  para  velocidade  e  pressão, 

impedindo a aproximação conveniente dos dois campos por elementos finitos de igual 

ordem. A segunda seria a instabilidade na aproximação de escoamentos advectivo-

dominados,  que gera oscilações  espúrias nos campos das variáveis estudadas. Esta 

instabilidade é inerente aos esquemas de discretização centrais, que tanto podem ser 

efetuados  através  da  formulação  de  Galerkin  quanto  através  de  esquemas  de 

diferenças finitas (Brooks e Hughes, 1982; Hughes e Brooks, 1982; Patankar, 1980). 

Finalmente, a terceira dificuldade surge no caso de um problema em três campos, no 
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qual devem ser satisfeitas condições de compatibilidade tanto entre as funções de base 

de velocidade e pressão (a condição de Babuška-Brezzi) quanto entre as funções de 

base de velocidade e tensão.

Estas dificuldades podem ser contornadas de duas formas: pode-se empregar o 

método  de  Galerkin  clássico  combinado  a  funções  de  interpolação  de  elementos 

finitos  complexas  ou  manter  funções  de  interpolação  simples  e  modificar  a 

formulação  de  Galerkin,  utilizando  as  chamadas  metodologias  estabilizadas,  que 

consistem, em geral, na adição de termos dependentes da malha à formulação usual de 

Galerkin, visando estabilizar a formulação e compatibilizar os subespaços funcionais 

das variáveis. Como estes termos são funções dos resíduos das equações de Euler-

Lagrange, avaliadas a cada elemento, a consistência do problema fica preservada, uma 

vez que suas soluções exatas satisfazem estes resíduos. Desta forma, as metodologia 

estabilizadas aumentam a estabilidade do método de Galerkin clássico, sem prejudicar 

sua consistência.

O desenvolvimento de métodos estabilizados foi iniciado com a introdução do 

método  SUPG:  “Streamline-upwind/Petrov-Galerkin” (Brooks  e  Hughes,  1982; 

Hughes e Brooks, 1982), que consiste em adicionar às funções do método de Galerkin 

clássico  uma  perturbação  atuando  apenas  na  direção  das  linhas  de  corrente  do 

escoamento  (“streamline  upwind”).  Assim,  a  formulação  SUPG  não  necessita 

satisfazer  a  condição  de  compatibilidade  de  Babuška-Brezzi  para  ser  estável.  A 

convergência da metodologia SUPG foi posteriormente estudada por Johnson et al. 

(1984). Segundo Franca et al. (2003), a introdução de metodologias estabilizadas de 

elementos  finitos  e  sua posterior  generalização foi uma das  maiores  contribuições 

científicas devidas a Hughes.
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Dentre as extensões do método SUPG, destaca-se o método Galerkin / mínimos-

quadrados (GLS), introduzido por Hughes et al. (1986), conforme já mencionado, no 

contexto do problema de Stokes, que vem sendo aplicado com sucesso a problemas 

estruturais e de fluidos. Posteriormente, o problema de Navier-Stokes foi simulado via 

metodologia GLS por  Franca e Frey (1992). Esta metodologia consiste na adição, ao 

método de Galerkin clássico, de termos de perturbação dependentes da malha, que, 

analogamente  aos  termos  do  método  SUPG,  são  construídos  a  partir  de  uma 

minimização (via método de mínimos quadrados) dos resíduos das equações de Euler-

Lagrange do problema, de forma a aumentar a estabilidade da formulação de Galerkin 

original sem prejudicar sua consistência, já que a solução exata do problema satisfaz 

os resíduos da equação de Euler-Lagrange. Estes métodos são construídos de modo a 

não necessitarem satisfazer a priori a condição de Babuška-Brezzi, permitindo, assim, 

empregar combinações de elementos finitos de mesma ordem para a aproximação dos 

subespaços de velocidade e pressão nos problemas mistos. Além disso, estes novos 

métodos estabilizam os operadores advectivos na direção das linhas-de-corrente dos 

escoamentos, sendo capazes de captar precisamente recirculações de fluido, esteiras 

de vórtices e camadas limite severas.

É importante enfatizar que a metodologia GLS, além de simular adequadamente 

escoamentos  advectivo-dominados,  permite  contornar  a  necessidade  de 

compatibilização entre as funções de base de velocidade, pressão e tensão.  Segundo 

Coronado  et  al.  (2006)  a  metodologia  GLS  é  interessante  para  aplicação  em 

computação em larga escala, por gerar sistemas lineares que podem ser resolvidos por 

esquemas iterativos e por permitir combinações simples de funções de interpolação, 

que  podem  ser  implementadas  de  forma  conveniente  e  eficiente  em  modernos 

“clusters”  com  distribuição  de  memória.  Os  autores  observaram  que  os  termos 
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“streamline upwind” surgem naturalmente na formulação GLS, na qual funções de 

base de mesma ordem podem ser usadas para todos os campos de variáveis e que as 

equações algébricas não lineares resultantes originam uma matriz jacobiana positivo 

definida, devido aos termos de mínimos-quadrados. Além disso, as funções de base de 

mesma ordem permitem uma numeração baseada nos nós, em vez de ser baseada nos 

elementos,  propiciando  operações  matriciais  muito  mais  rápidas  em  máquinas 

paralelas com memória distribuída.

Formulações  multicampos  de  elementos  finitos  foram  introduzidas  pela 

primeira vez em termos de tensão, pressão e velocidade, no contexto do problema de 

Stokes. Marchal e Crochet (1986) propuseram uma aproximação de elementos finitos 

para a tensão utilizando polinômios de Hermite como funções de forma, mostrando 

que esta formulação assegura a mesma solução para os problemas em dois campos e 

em três campos. Em um trabalho subsequente, Marchal e Crochet (1987) introduziram 

elementos finitos compostos por diversos subelementos, obtendo resultados estáveis 

para  os  campos  de  velocidade  e  tensão.  Fortin  e  Pierre  (1989)  provaram  que  o 

elemento proposto por Marchal  e Crochet (1987) satisfaz a condição de  Babuška-

Brezzi para  os  subespaços  de  tensão  e  velocidade.  Franca  e  Stenberg  (1991) 

introduziram uma formulação estabilizada em três campos baseada na formulação de 

Galerkin para o problema de Stokes, estabelecendo as propriedades de estabilidade e 

de  convergência.  Outros  autores  também  utilizaram  formulações  em três  campos 

(Baranger e Sandri,  1992; Ruas et  al.,1993; Baaijens,  1998; Araujo e Ruas, 1998; 

Bonvin et al. 2001).

Behr et  al.  (1993) aprimoraram os resultados de Franca e Stenberg (1991), 

utilizando  uma formulação  estabilizada  em três  campos  bastante  semelhante,  mas 

incorporando os termos de inércia e usando um parâmetro de estabilidade que é uma 
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função do número de Reynolds de malha local e do tamanho dos elementos da malha. 

Este conceito já havia sido proposto anteriormente, para o caso de uma formulação 

estabilizada  em  dois  campos  por  Franca  e  Frey  (1992).  Bonvin  et  al.  (2001) 

apresentaram uma formulação estabilizada em três campos para o problema de Stokes 

baseada em uma versão linearizada do modelo de Oldroyd-B, dividindo a função de 

viscosidade em duas partes: uma porção polimérica e uma porção de solvente. Este 

conceito  foi  sugerido  pela  primeira  vez  por  Crochet  e  Keunings  (1982).  Ruas  e 

colaboradores  (veja,  por  exemplo,  Araujo  e  Ruas  (1998)  e  referências  citadas) 

propuseram  novos  elementos  mistos  e  realizaram  a  análise  numérica  de  uma 

formulação  multicampos  para  o  problema  de  Stokes.  Zinani  e  Frey  (2008) 

empregaram um formulação de Galerkin mínimos-quadrados multicampos, baseada 

no esquema proposto por Behr et al. (1993), para simular escoamentos de fluidos de 

Carreau através de contrações abruptas.

1.3. Conteúdo da tese

Finalizando este capítulo,  para um melhor  entendimento e apreciação deste 

trabalho é conveniente apresentar um plano geral de seus capítulos. Neste capítulo foi 

feita  uma introdução  do trabalho,  incluindo  sua  motivação  e  o  estado  da  arte  do 

método de elementos finitos em fluidos e do escoamentos de fluidos inelásticos. 

No capítulo 2, após uma breve revisão de cinemática dos meios contínuos, são 

apresentadas e discutidas as equações de balanço da Dinâmica de Fluidos, supondo 

escoamento  isotérmico.  No  capítulo  3  são  apresentadas  as  relações  constitutivas 

utilizadas  na  modelagem  de  fluidos  inelásticos.  Alguns  fenômenos  típicos  de 
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comportamento não newtoniano são comentados. Ao final do capítulo apresenta-se o 

modelo de Bingham regularizado pela equação proposta por Papanastasiou (1987), 

que será empregado neste trabalho. 

No capítulo 4 apresenta-se a aproximação por Elementos Finitos, inicialmente 

empregando  a  formulação  clássica  de  Galerkin  e,  em  seguida,  a  metodologia 

estabilizada a ser empregada neste trabalho – a metodologia de Galerkin mínimos-

quadrados com aproximação em três campos, a saber: pressão, velocidade e tensor 

extra de tensões. Ao final do capítulo, define-se o problema de valor de contorno a ser 

simulado,  sua  aproximação  via  Galerkin  mínimos-quadrados  e  descreve-se  a 

metodologia de solução do sistema de equações discretizadas.

No  capítulo  5  apresentam-se  os  resultados  obtidos  na  simulação  de 

escoamentos de fluidos de Bingham-Papanastasiou em expansões abruptas 1:4. No 

capítulo 6 são apresentadas as conclusões do trabalho e perspectivas futuras. 
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Capítulo 2

Equações da Dinâmica dos Fluidos

2.1. Introdução

Neste  capítulo  são  apresentadas  as  principais  expressões  da  mecânica  dos 

meios  contínuos  que  serão  usadas  para  descrever  a  dinâmica  dos  fluidos.  Uma 

descrição mais detalhada pode ser encontrada em Gurtin (1981) e Slattery (1999). 

A mecânica do contínuo estuda a matéria  em nível macroscópico,  supondo 

escalas  de  dimensões  suficientemente  grandes,  se  comparadas  às  escalas  das 

estruturas moleculares, de forma a tratar a matéria como um contínuo, no qual todas 

as  quantidades  físicas  de  interesse  –  incluindo  a  densidade  –  são  continuamente 

diferenciáveis.  Um  corpo  B de  geometria  conhecida,  sujeito  a  carregamento 
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conhecido  no  espaço  euclidiano  tridimensional,  é  considerado  um  conjunto  de 

partículas materiais  (cada partícula  seria um conjunto de moléculas)  e possui uma 

distribuição de matéria contínua no espaço e no tempo. A região do espaço euclidiano 

ocupada pelo contínuo B num dado tempo t é denominada configuração do corpo. A 

descrição  matemática  da  deformação  de  um  corpo  contínuo  pode  seguir  duas 

abordagens – descrição material ou lagrangiana e descrição espacial ou euleriana, que 

é a mais utilizada em Mecânica dos Fluidos.

A figura 2.1 mostra uma partícula  P que ocupa inicialmente uma posição  X 

numa configuração de referência (estado não deformado) e, após a aplicação de um 

determinado  carregamento,  o  contínuo  assume  uma  nova  configuração  (estado 

deformado),  denotada por configuração atual  ou deformada,  na qual  a partícula  P 

passa  a  ocupar  uma  posição  x .  Considera-se  um  sistema  de  coordenadas 

cartesianas para especificar o ponto material  P, tanto na configuração de referência 

X=X1 , X 2 , X3  como na configuração atual x=x1 , x2 , x3 .

Figura 2.1. Representação gráfica de uma deformação arbitrária de um 

material contínuo.
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O  comportamento  pode  ser  determinado  pelas  equações  de  conservação 

(massa, momentum linear e angular e energia), pela segunda lei da Termodinâmica e 

por hipóteses constitutivas que descrevem o comportamento do corpo sujeito à ação 

de forças.

A  modelagem  dos  fenômenos  em  dinâmica  de  fluidos  consiste  numa 

combinação das equações de continuidade e de quantidade de movimento linear com 

uma relação constitutiva para o tensor de tensões de Cauchy, originando um sistema 

de equações diferenciais  parciais,  sujeito a condições iniciais  e de contorno. Estes 

problemas, em geral, não apresentam uma solução analítica, o que leva ao emprego de 

métodos numéricos, com o objetivo de se obter uma aproximação para a solução do 

problema original.  A aplicação  de  métodos  numéricos  na  resolução  de  problemas 

provenientes da dinâmica de fluidos origina a área denominada Dinâmica de Fluidos 

Computacional,  uma linha de pesquisa fortemente explorada nos últimos anos, em 

função  de  sua  crescente  aplicação  nas  mais  diversas  áreas  da  Engenharia  e,  em 

especial, a Engenharia Mecânica.

2.2. Cinemática

No movimento de partículas fluidas suas trajetórias podem ser descritas por 

uma equação que admite inversa, de forma a ter-se o movimento de uma partícula 

material no espaço euclidiano dado por:

x= X , t                          (2.1)

onde X=X1 , X 2 , X3 representa  a  posição  na  configuração  de  referência  da 

partícula  observada.  A  descrição  dada  pela  equação  (2.1)  é  chamada  descrição 
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lagrangiana,  que  caracteriza  a  posição  X  na  configuração  de  referência  da 

partícula  P no  instante  t.  Na  descrição  do  movimento  de  um fluido,  usualmente 

trabalha-se com as chamadas coordenadas eulerianas x , t  , que estão associadas à 

configuração  atual  do  corpo.  Como  a  equação  (2.1)  é  inversível,  a  posição  na 

configuração de referência da partícula em observação é dada por: X=−1
x , t  . 

Seja   uma  quantidade  física  qualquer  (temperatura,  densidade,  etc) 

transportada  pelo  movimento  das  partículas  em  um  fluido.  Segundo  a  descrição 

lagrangiana,  esta  quantidade  é  vista  como  = X ,t  .  Por  outro  lado,  na 

descrição euleriana, a quantidade é representada por uma função =  x , t  , que 

denota  o  valor  desta  mesma  quantidade  no  ponto  x ,  no  tempo  t .  Assim, 

descrevendo o caminho de uma partícula fluida definido pela equação (2.1), podemos 

expressar a taxa de variação da quantidade  x ,t   como,

∂ d
∂ t
[ X , t  , t ]=

∂

∂ t
x , t grad  x , t ⋅u x ,t                          (2.2)

A taxa de variação da quantidade   ,  representada  acima é denominada 

derivada material, ou seja, 

d
dt
=

∂

∂ t
grad⋅u                         (2.3)

onde o primeiro termo representa a derivada local, que denota a dependência de   

em relação ao tempo enquanto o segundo temo, a derivada convectiva, ocorre devido 

ao transporte da quantidade   em função do movimento do fluido.

A  distribuição  de  velocidades  num  meio  contínuo  representa  a  taxa  de 

variação  da posição  de  um campo material,  sendo obtida  a  partir  da  derivada  do 

campo   (o movimento), dada por: 
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u=
∂ X ,t 
∂ t

=̇  X ,t  , t =̇ −1
x , t  , t                          (2.4)

Sua descrição espacial, dada por: u x , t =u  X , t ,t  , é usualmente empregada 

em dinâmica dos fluidos. Define-se a aceleração de uma partícula como a taxa de 

variação da velocidade  a x ,t =
∂

∂ t
uX , t  , convenientemente expressa como a 

derivada material de um campo espacial, dada por: 

a x ,t =
∂

∂ t
u x ,t grad ux , t ux , t                          (2.5)

2.3 Conservação de Massa

Seja   :ℝ3
×ℝℝ  uma  função  escalar,  vetorial  ou  tensorial 

continuamente diferenciável e o mapeamento :ℝ3
ℝ

3 , também, continuamente 

diferenciável. Considere o transporte de uma quantidade  , em uma região t , 

com fronteira ∂t= t . Então, para cada t , considerando a transformação de 

Green (Slattery, 1999) tem-se o Teorema do Transportes de Reynolds:

d
d t∫t

d=∫
t

[
d
d t
] d∫

 t

u n d              (2.6)

A massa de um corpo B  independe do tempo. Considerando = x , t   

sua massa específica, a massa do corpo B  ocupando uma região   é dada por . 

M=∫


 d . Logo a conservação de massa pode ser expressa como: 

d
d t∫

d=0             (2.7)
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substituindo no Teorema de Transporte, dado pela equação (2.6), tem-se

∫


[
d 
d t
div u]d=∫



[
∂ 

∂ t
div  u] d=∫



∂

∂ t
d∫



u⋅n d =0

            (2.8)

Como esta equação é válida para um volume   arbitrário,  o teorema de 

localização, Gurtin (1981), permite obter, para cada ponto, o balanço diferencial, que 

pode ser representado como

d 
d t
div u=∂

∂ t
div u=0               (2.9)

No caso de escoamento isocórico, a equação pode ser escrita como

div u=0           (2.10)

2.4. Balanço de Momentum Linear

As equações  de movimento  para um corpo  B são postuladas  a partir  da 

aplicação  do  primeiro  axioma  de  Euler.  Além  das  forças  de  corpo  externas  por 

unidade  de  massa  f  x , t   atuando  na  configuração    do  corpo,  existem 

também as  forças  de  contato  exercidas  pelo  meio  externo sobre  a  fronteira  dessa 

configuração  ∂= ,  representadas  pelo  vetor  tensão  t  e  medidas  por 

unidade de área de  .

Em um volume  diferencial  arbitrário,  as  forças  de  contato  representam  as 

forças que, devido à presença de tensões internas, agem entre partes de um corpo B . 

A forma das forças de contato pode ser avaliada empregando-se a hipótese de Cauchy 
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(Gurtin, 1981), um dos mais importantes axiomas da Mecânica do Contínuo. Cauchy 

supôs a existência de uma densidade de forças de superfície t=t  x , t , n , definida 

para cada vetor unitário normal exterior  n e cada instante de tempo  t na trajetória 

x , t  do movimento, dotado da seguinte propriedade: considerando uma superfície 

orientada  de   ,  um  corpo  com  normal  unitária  exterior  n em  x ,  o  vetor 

t=t  x , t , n  – denominado vetor tensão – representa a força por unidade de área 

exercida  no  interior  do  corpo,  através  da  superfície   , por  seu  exterior.  A 

resultante  de  forças  e  de  momentos  da  distribuição  de  vetores  tensão  t  é 

equivalente à resultante das forças exercidas pelo lado exterior de   no seu lado 

interior  –  representando  a  força  de  contato  total  exercida  num  corpo  num  dado 

instante  e  a  distribuição  t  depende  linearmente  da  orientação  do  elemento  de 

superfície, além de depender da posição e do tempo. 

Pelo  princípio  da  conservação  de  momentum  linear  temos  que  a  taxa  de 

variação do momentum linear corpo contido num volume material  com fronteira 

∂= , em relação a um referencial inercial, é igual a soma das forças que atuam 

sobre o corpo, ou seja,

d
d t∫

 x , t u x , t d=∫


t x , t ; nd ∫


 x , t f  x , t d        (2.11)

Empregando os mesmos argumentos já utilizados na conservação de massa, 

utilizando a definição do tensor de Cauchy (Gurtin, 1981) e o fato da equação (2.11) 

ser válida para um volume arbitrário, podemos expressar o balanço de momento linear 

para uma mistura de múltiplos componentes a ser satisfeito em cada ponto, na forma 

local:


d u
d t
=divT f                                          (2.12)
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2.5. Balanço de Momentum Angular 

Podemos definir a taxa de variação no tempo da quantidade de movimento 

angular de um corpo B , em relação a um referencial inercial com origem o, como 

sendo a soma dos momentos das forças que atuam sobre ele. Assumindo a hipótese 

não  polar,  que  supõe  que  todos  os  torques  que  atuam  no  corpo  B  sejam 

provenientes de forças atuando sobre B , a equação de conservação de quantidade 

de movimento linear será dada por:

d t
d t∫

r  x× x ,t u x , t d=∫


r  x×t  x , t ;nd 

∫


r  x×x , t f x , t d
                      (2.13)

onde ˆ( )=r r x  é o vetor posição a partir da origem o e a força por unidade de massa  

f  foi definida anteriormente.

A  forma  local  do  balanço  de  momentum  angular  é  obtida  combinando  a 

definição  do  tensor  tensão  de  Cauchy,  definido  a  partir  do  vetor  tensão: 

t=t  x , t ;n= T  x , t  n  e a equação de conservação de quantidade de movimento 

linear (2.12). Essencialmente, ela impõe a simetria do tensor de Cauchy,

T=TT                       (2.14)
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Capítulo 3

Relações Constitutivas

3.1. Introdução 

As leis de balanço para a massa, e para as quantidades de movimento linear e 

angular  foram  postuladas  independente  do  material  considerado,  não  fazendo 

nenhuma referência às propriedades do corpo em questão. Supondo que o campo de 

esforços  externos  seja  dado  pelo  campo  gravitacional,  o  estudo  da  dinâmica  dos 

fluidos requer uma equação constitutiva dos esforços internos – exercidos por uma 

dada porção no corpo nas  porções  vizinhas,  expresso através  do tensor  tensão de 

Cauchy –  que  deve  ser  relacionado  à  deformação  por  ele  causada.  Resumindo,  a 

equação  constitutiva  deve  expressar  a  relação  entre  as  forças  de  contato,  os 

movimentos  e  as  deformações,  através  de  uma  representação  matemática  da 
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dependência  funcional  entre  a  tensão  e  a  taxa  de  deformação,  de  forma 

termodinamicamente  consistente,  ou  seja,  não  violando  a  segunda  lei  da 

Termodinâmica.

Uma relação constitutiva é construída supondo que o possível comportamento 

seja  restrito  por  um  conjunto  de  princípios,  a  saber  (Slattery,  1999;  Ferguson  e 

Zemblowski,  1991):  os  princípios  do  determinismo,  da  ação  local,  da  indiferença 

material, da objetividade material e da  memória evanescente.

Segundo Slattery (1999), os princípios do determinismo e da ação local são 

satisfeitos supondo que a tensão num ponto seja função do gradiente de velocidade no 

ponto,  ou  seja:  T=H u ,∇ u ,  sendo  ∇ u=DW ,  onde 

D=1 /2 ∇ u∇ uT   é o tensor taxa de deformação e W=1/2 ∇ u−∇ uT   

é o tensor vorticidade, podendo-se expressar a relação como T=H u , DW . 

Usando o princípio da indiferença material,  após concluir  que  D  é uma 

grandeza objetiva enquanto  W  é não objetiva, verifica-se que o tensor tensão é 

função do tensor taxa de deformação:  T=GD  e a função tensorial  G  deve 

satisfazer a relação  QG DQT
=G Q D QT

  , sendo  Q  um tensor ortogonal. 

No caso de materiais  isotrópicos,  a forma mais geral para  G  satisfazendo essa 

relação,  obtida  por  Reiner  e  Präger  (Slattery,  1999),  é:

G D=T=01 D2 D⋅D ,  onde  os  coeficientes  i são  funções  dos  três 

invariantes  principais  de  D :  I D=tr D=∇⋅v ,  II D=1 /2 I D
2
− IID e

IIID=det D ,  com  II D=tr D⋅D=tr D2
.  Essa  equação  constitutiva  satisfaz 
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automaticamente o segundo princípio de Cauchy, já que o tensor taxa de deformação 

é simétrico.

3.2 Fluido newtoniano

A caracterização local do estado dinâmico do escoamento de um fluido é dada 

pelo tensor tensão T  enquanto a caracterização do estado cinemático pelo tensor 

taxa de deformação  D .  O comportamento newtoniano supõe uma relação linear 

entre o tensor tensão e o tensor taxa de deformação, consistente com o Princípio de 

Indiferença Material, dada por:

T=0 I1 D2 D⋅D                         (3.1)

Como a relação é linear, 2  tem que ser nulo, 1  deve ser constante e a 

forma linear mais geral para 0  seria uma relação dependente do traço do tensor 

taxa de deformação  D. Portanto a equação para fluidos newtonianos é caracterizada 

pelos seguintes coeficientes i da equação de Reiner e Präger: 0=−P∇⋅u ,

1=2  e 2=0 . Logo:

T=−P∇⋅u I2 D               (3.2)

onde P  é a pressão termodinâmica,  a viscosidade absoluta e o coeficiente λ , 

em geral,  positivo,  é relacionado à viscosidade absoluta  através da segunda lei  da 

Termodinâmica,  que  permite  concluir  que  −2 /3 .  A  segunda  lei  também 

impõe uma restrição à viscosidade absoluta: 0 . 
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Neste trabalho serão estudados escoamentos incompressíveis, sendo o tensor 

tensão para fluidos newtonianos dado por: 

T=−p I2D=−p I             (3.3)

sendo  τ  o tensor desviador ou viscoso  tr=0 , também denotado como tensor 

extra de tensões.

Esta equação não é um caso particular  de (3.2), uma vez que,  para fluidos 

incompressíveis, a pressão termodinâmica P  não é definida. A pressão p é uma 

pressão  hidrostática  ou  média,  podendo  ser  definida  como  p=−1/3 tr T ,  que 

funciona como um multiplicador de Lagrange e não é variável termodinâmica.

A caracterização local dos estados dinâmico e cinemático, dadas por T  e D , 

pode ser muito simplificada em determinadas classes de escoamento, como para os 

chamados de escoamentos viscométricos.

Considere o exemplo mais elementar de escoamento de cisalhamento simples, 

no qual ocorre um deslocamento relativo de planos paralelos infinitamente delgados 

do fluido, escoando em cisalhamento simples, como mostrado na figura 3.1.

Figura 3.1. Experimento ideal para determinar a relação entre as tensões cisalhantes e 
a velocidade de deformação. 

Assumindo o sistema de coordenadas cartesianas x1, x2, x3 , onde a direção 

x1 é a direção do escoamento, a direção x2  a direção da variação da velocidade 
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do fluido,  e  a direção  x3 é uma direção na qual  não ocorre variação,  devido à 

hipótese dos planos infinitos. Portanto, os componentes da velocidade são dados por

u1=u1x2

u2=u3=0
                        (3.4)

Nesse caso, a medida do estado da deformação local é dado pelo tensor tensão 

de cisalhamento  , representado, neste escoamento, por 

=12                         (3.5)

e  a  medida  do  estado  da  cinemática  local  da  deformação  é  dada  pela  taxa  de 

deformação ̇ , 

̇=
du1

d x2
                        (3.6)

No escoamento cisalhante de um fluido newtoniano tem-se que =̇ , ou ainda

=2D u                         (3.7)

onde   é a viscosidade newtoniana do fluido, ou seja, uma medida da intensidade 

da dissipação da energia que é necessária para manter a  deformação irreversível  do 

fluido.  A  viscosidade   de  um fluido  newtoniano  é  constante,  para  uma  dada 

temperatura  e  pressão  e  a  equação  (3.7)  é  conhecida  como  a  lei  de  Newton  da 

viscosidade. Esta relação constitutiva impõe que cada componente do tensor tensão de 

cisalhamento   é proporcional ao gradiente de velocidade na direção normal a essa 

componente – a chamada taxa de deformação por cisalhamento fluido, ̇  – sendo a 

constante  de  proporcionalidade  dada  por  sua  viscosidade  (Ferguson  e 

Kemblowski, 1991). 
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3.3. Comportamento não newtoniano

De acordo com a lei de Newton da viscosidade (equação (3.7)) o diagrama que 

relaciona a tensão de cisalhamento e a taxa de deformação de um fluido newtoniano é 

uma linha reta que passa pela origem. A inclinação dessa reta é igual à viscosidade 

  do fluido e o diagrama do gráfico ×̇  é chamado de curva de escoamento.

Todos  os  fluidos  inelásticos  que  possuem  uma  curva  de  escoamento, 

= f ̇ ,  não  linear,  ou  mesmo uma curva  linear  que  não  passe  pela  origem 

(exibindo tensão de escoamento),  são chamados de  fluidos  não newtonianos.  Esta 

classificação, em oposição ao comportamento newtoniano, foi originada quando as 

propriedades dos fluidos não newtonianos eram consideradas anômalas. Hoje em dia, 

a  tendência  é  considerar  os  fluidos  newtonianos  como um caso  especial  de  uma 

categoria mais geral de fluidos: os chamados fluidos newtonianos generalizados ou 

inelásticos. 

Os  fluidos  inelásticos  são  fluidos  dissipativos,  por  serem  incapazes  de 

acumular  energia  interna  por  deformação  de  suas  moléculas  e  posteriormente 

devolvê-la  ao  escoamento,  devido  a  uma  mudança  de  suas  características.  Sua 

propriedade fundamental é a viscosidade de cisalhamento (ou viscosimétrica) e eles se 

caracterizam por um tempo de relaxação nulo. Fluidos newtonianos como ar e água 

são considerados inelásticos, uma vez que seus tempos de relaxação nas CNTP são da 

ordem de 10-13s a 10-12s  (Tanner, 1985), portanto, praticamente nulos. Nas soluções 

poliméricas,  os  aditivos  que  tornam  a  viscosidade  de  cisalhamento  variável  e 

dependente da taxa de deformação, são também responsáveis pela viscoelasticidade. 

O comportamento inelástico, apesar de ser uma aproximação, é bastante útil para a 
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interpretação  dos  fluidos  e  a  medição  de  sua  viscosidade  de  cisalhamento. A 

viscosidade de cisalhamento    é definida a partir de um escoamento plano de 

Couette, mostrado na figura 3.1, como a razão entre a tensão de cisalhamento 12

e  a  respectiva  taxa  de  deformação  ̇12 ,  ou  seja:  =12/ ̇12 com

̇12=du1/dx2 . 

Dois tipos de comportamento em relação à viscosidade de cisalhamento   

são  apresentados  pelos  fluidos  reais:  pseudoplástico,  também  conhecido  como 

reofluidificante  (“shear-thinning”),  que  representa  os  fluidos  mais  comuns,  como 

celulose carboxi-metílica ou goma de xantano. Este comportamento é caracterizado 

por  um  patamar  de  viscosidade  constante  a  baixas  taxas  de  deformação, ̇12 , 

quando  tem valor elevado e um segundo patamar de viscosidade constante a altas 

velocidades  de deformação  ̇12 e pequenos valores de  ,  mostrados na figura 

3.2. Entre estes dois patamares    diminui à medida que  ̇  aumenta. O outro 

comportamento  é  o  dilatante,  também  conhecido  como  reoespessante  (“shear-

thickening”), presente em suspensões de partículas de formas irregulares e soluções 

de  agentes  tensoativos,  caracterizado  pelo  aumento  de    à  medida  que  ̇  

aumenta (Pinho e Cruz, 2006).

Dentre  os  fluidos  não  newtonianos,  o  comportamento  mais  comum  é  o 

pseudoplástico, presente, por exemplo, em soluções e ligas poliméricas, suspensões de 

partículas assimétricas (como fibras) e suspensões coloidais. Ferguson e Zemblowski 

(1991)  propuseram  uma  explicação  física  simplificada  para  este  fenômeno,  que 

poderia  resultar  da  orientação  das  moléculas  dispersas  de  polímeros  ou  partículas 

assimétricas, da imobilização de parte da fase contínua pelas partículas ou moléculas 

dispersas ou da combinação dos dois fatores. Por exemplo, no caso de soluções de 
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cadeias  poliméricas  lineares  com  concentração  suficientemente  alta,  as 

macromoléculas  em  repouso  podem  embaraçar-se,  originando,  com  isso, 

macromoléculas  de  tamanho  efetivo  muito  grande.  No  processo  de  cisalhamento, 

ocorreria um desembaraço progressivo das cadeias poliméricas, que aumentaria com o 

aumento da taxa de deformação,  provocando uma diminuição no atrito interno do 

sistema,  devido  à  diminuição  no  tamanho  efetivo  e  na  interação  entre  as 

macromoléculas.

Figura 3.2. Curva de escoamento para uma solução polimérica mostrando dois 
extremos de um completo emaranhamento e alinhamento (Barnes, 2000).

Um  processo  similar  ocorreria  no  caso  das  partículas  assimétricas,  que 

ocupariam  posições  completamente  randômicas  em  repouso,  movimentando-se 

devido  a  correntes  de  convecção,  originadas  por  diferenças  de  temperatura 

(movimento térmico) alinhando-se, progressivamente ao longo das linhas de corrente, 

devido ao aumento da taxa de deformação, o que provocaria diminuição no atrito 

interno. Esta diminuição progressiva no atrito interno também poderia originar-se da 

separação  de  solvente  e  soluto  em soluções,  provocada  pelo  aumento  da  taxa  de 
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deformação ̇ , que diminuiria a forte ligação das moléculas na fase contínua (por 

exemplo, devido a forças de van der Waals ou pontes de hidrogênio). 

Segundo  Ferguson  e  Zemblowski  (1991)  os  mecanismos  de 

pseudoplasticidade  (“shear-thinning”)  também  podem  explicar  as  regiões  de 

viscosidade constante ( =0  para ̇0  e =∞  para ̇∞ , nas figuras 

3.2 e 3.4) em sistemas com partículas assimétricas ou cadeias poliméricas lineares: 

quando ̇0 o  efeito  de  orientação  devido  ao  cisalhamento  é  desprezível  e  a 

estrutura  do  sistema  fica  determinada  pelo  movimento  térmico  desorientado, 

provocando um atrito interno constante, e máximo, no sistema; já quando ̇∞ , o 

efeito de orientação devido ao cisalhamento é máximo, provocando um atrito interno 

constante,  e mínimo. As teorias  que explicam o mecanismo de pseudoplasticidade 

supõem um ajuste imediato da estrutura do fluido às condições de cisalhamento, uma 

simplificação razoável, devido ao rápido ajuste (Ferguson e Zemblowski, 1991).

O fenômeno de dilatância pode ser explicado (Ferguson e Zemblowski, 1991) 

considerando  uma  suspensão  altamente  concentrada  de  partículas  granulares  num 

líquido que, em repouso, tem o espaço entre as partículas (preenchido pelo líquido) 

próximo de um mínimo. A baixas taxas de cisalhamento o atrito entre as partículas é 

pequeno,  porque  o  líquido  atua  como  um  lubrificante.  À  medida  que  a  taxa  de 

cisalhamento aumenta o movimento entre as partículas, que provoca um aumento do 

vazio (o espaço entre as partículas) e o líquido torna-se insuficiente para preencher o 

vazio, levando a uma diminuição do efeito lubrificante, que resulta num progressivo 

aumento  do atrito  – por  isso conhecido como dilatância.  Ela  também poderia  ser 

explicada  no caso de suspensões altamente concentradas  de partículas  com cargas 

eletrostáticas de mesmo sinal. A forte força de repulsão entre as partículas a baixas 

taxas de cisalhamento provoca um intenso movimento das partículas apesar de sua 
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alta  concentração e  a viscosidade do sistema fica  próxima da viscosidade  da fase 

contínua líquida. À medida que a taxa de cisalhamento aumenta, a distribuição das 

partículas vai perdendo a uniformidade e as partículas acabam por entrar em contato 

entre si, formando uma rede de partículas e provocando um progressivo aumento do 

atrito interno, que explica o comportamento dilatante (“shear-thickening”). À medida 

que a taxa de cisalhamento diminui, o sistema tende a voltar a seu estado “fluido” 

(Ferguson e Zemblowski, 1991).

Ferguson  e  Zemblowski  (1991)  também  explicam  fisicamente  fenômenos 

ligados à tensão de escoamento, que ocorrem em sistemas multifásicos, com uma ou 

mais  fases  dispersas  como bolhas  ou  partículas  na  fase  líquida  contínua.  A altas 

concentrações das fases dispersas, a interação entra as bolhas ou partículas pode levar 

à formação de uma estrutura tridimensional, capaz de resistir a tensões cisalhantes até 

um dado limite (a tensão de escoamento), comportando-se como um sólido abaixo 

deste  limite.  Ao ser  atingida  a  tensão de escoamento  esta  estrutura se  rompe e o 

material inicia um escoamento, como um fluido viscoso, cujo comportamento pode 

ser explicado pelas propriedades da fase contínua. Segundo Ferguson e Zemblowski 

(1991), partículas dispersas num líquido newtoniano têm comportamento de fluido de 

Bingham,  enquanto  partículas  dispersas  num  líquido  pseudoplástico  apresentam 

comportamento de fluido de Herschel-Bulkley. Por outro lado, sempre que a tensão 

cisalhante cair a valores abaixo da tensão de escoamento, a estrutura instantaneamente 

se reconstrói e o material volta a se comportar como sólido.

Na figura 3.3 são apresentadas algumas curvas de escoamento de fluidos não 

newtonianos  inelásticos.  Uma  classificação  preliminar  dessas  curvas  distingue  as 

curvas que partem da origem, daquelas que apresentam uma interceptação no eixo da 

tensão cisalhante. A primeira categoria descreve fluidos que não possuem a chamada 
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tensão limite de escoamento, e a segunda descreve fluidos que apresentam essa tensão 

limite.  A tensão limite  de escoamento  consiste  em uma tensão de cisalhamento  a 

partir da qual o material começaria a escoar. 

Figura 3.3 Curvas de escoamento de fluidos newtonianos generalizados (Ferguson e 

Kemblowski, 1991).

As propriedades reológicas de fluidos que não apresentam tensão limite são 

descritas pelas curvas do tipo (a), (b) e (c). A curva (a) é uma curva de escoamento de 

um fluido newtoniano, que modela adequadamente a maioria dos fluidos como gases, 

líquidos  puros e a maioria  das soluções  de moléculas  simples.  No entanto,  outros 

fluidos com estruturas  moleculares  mais complexas  tais  como  barros, pastas,  géis, 

soluções  de  polímeros,  fluidos  orgânicos  (sangue,  mucosidades),  graxas  e  óleos 
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lubrificantes  muito  viscosos,  apresentam  comportamentos  conhecidos  como  não 

newtonianos. 

A  curva  (b)  caracteriza  os  fluidos  pseudoplásticos  nos  quais  a  tensão  de 

cisalhamento tem um aumento proporcionalmente menor que o aumento da taxa de 

cisalhamento,  quando comparado à curva (a);  enquanto  a  curva  (c)  caracteriza  os 

fluidos  dilatantes  com um aumento  da  tensão de cisalhamento  proporcionalmente 

maior do que o aumento da taxa de cisalhamento da curva (a). O modelo mais simples 

para o comportamento mostrado nas curvas (b) e (c) é o modelo “power-law”  de 

Ostwald-de Waele.

As  propriedades  dos  fluidos  com  uma  tensão  limite  –  uma  tensão  de 

escoamento,  τ0, cuja curva de escoamento intercepta o eixo do tensor   em  τ0 – ou 

viscoplásticos, são descritos pelas curvas do tipo (d), (e) e (f)),  já que sua estrutura 

interna possui alguma rigidez, originando uma tensão cisalhante crítica mínima (0), 

que deve ser vencida para que se inicie o escoamento, comportando-se como fluidos 

quando  é  excedida  determinada  tensão  de  cisalhamento  e  como sólidos,  em caso 

contrário.  Nestes  fluidos  o  primeiro  patamar  newtoniano  de  viscosidade  não  é 

observado.  A  viscosidade   aumenta  indefinidamente  à  medida  que  a  taxa  de 

deformação  ̇ diminui.  Exemplos  de fluidos reais  com este comportamento  são 

pasta  de  dentes,  maionese,  sangue  e  suspensões  de  partículas,  quando  o  solvente 

apresenta moléculas de alto peso molecular. O caso mais simples consiste em uma 

reta, mostrada na curva (d) da Fig. 3.3, que descreve o comportamento dos fluidos de 

Bingham. As curvas (e) e (f) descrevem materiais com uma tensão limite e uma curva 

de escoamento não linear, os chamados fluidos viscoplásticos não-lineares, como, por 

exemplo, o fluido de Herschel-Bulkley. (Ferguson e Kemblowski, 1991).
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3.4 Fluido newtoniano generalizado

Todos  os  comportamentos  não  newtonianos  inelásticos  apresentados  pelos 

fluidos discutidos na Fig. 3.3 podem ser descritos pelo modelo de fluido newtoniano 

generalizado (GNL), o qual generaliza a lei de Newton da viscosidade (equação (3.7)) 

permitindo que a viscosidade seja uma função dependente da taxa de deformação do 

material.  Matematicamente, um fluido newtoniano generalizado, que representa um 

fluido  puramente  viscoso  com viscosidade  dependente  da  taxa  de  cisalhamento  é 

descrito por:

= ̇                         (3.8)

onde  representa a tensão de cisalhamento, ̇  a taxa de deformação e   é a 

viscosidade de cisalhamento, que depende da taxa de deformação, 

= ̇=

̇
≠ constante                         (3.9)

Considerando a relação (3.8) para um escoamento geral de um fluido inelástico não 

newtoniano a forma tensorial fica:

=2 ̇Du                       (3.10)

Conhecidas  as viscosidades  de cisalhamento, ̇ ,  esta equação permite 

descrever os comportamentos observados na figura 3.3. 

O escalar  ̇  (taxa  de  deformação)  representa  a  norma de Frobenius  do 

tensor D , uma medida matemática da taxa de cisalhamento quando é suposto um 

escoamento sujeito a cisalhamento simples, ou seja

̇=2 II D
1/2
=2 tr D2


1/2

                      (3.11)
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O modelo mais simples para um fluido newtoniano generalizado é o modelo 

“power-law” de Ostwald- de Waele, capaz de descrever, da forma simples, curvas dos 

tipos (b) e (c) observados na figura 3.3, além da curva (a). Neste modelo, o tensor 

extra-tensão é dado por (Slattery, 1999)

=k ̇n                       (3.12)

com dois parâmetros reológicos a serem determinados:  k e  n. Para  n=1 tem-se um 

fluido com comportamento newtoniano, mostrado na curva (a), para n<1 uma curva 

= ̇=/̇≠ constante de escoamento do tipo (b) é obtida, caracterizando um 

comportamento  pseudoplástico,  enquanto  para  n>1  o  comportamento  é  dilatante, 

mostrado na curva (c). Considerando o modelo de Ostwald- de Waele, obtido a partir 

de curvas empíricas ajustadas a partir de curvas experimentais de  ̇ , pode-se 

escrever  a  viscosidade  de  cisalhamento  (a  ser  utilizada  na  equação  (3.10)  que 

caracteriza um comportamento newtoniano generalizado) como

̇=k ˙n−1                       (3.13)

A  equação  (3.13)  mostra  que,  para  fluidos  pseudoplásticos, n1 a 

viscosidade  ̇  é  uma  função  decrescente  da  taxa  de  deformação  ̇ , 

enquanto a viscosidade ̇  é uma função crescente da taxa de deformação ̇ , 

para fluidos  dilatantes  n1 . Naturalmente, para n=1 , a viscosidade não 

varia com a taxa de deformação. 

Em quase todos os problemas industriais, a região linear descendente (região 

“power-law”)  de  um  gráfico  log×log ̇  mostrada  na  figura  3.4,  é, 

reologicamente, a região mais importante. De fato, para muitos viscosímetros mais 

simples e para muitos fluidos, é quase impossível obter dados para o platô horizontal 
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da curva de  viscosidade aparente  ̇ . Já a reta inclinada desta região pode ser 

descrita por uma simples expressão “power-law” como a equação (3.13).

 

Figura 3.4. Comportamento da viscosidade no modelo “power law”. (Barnes, 2000)

O modelo “power-law” para a viscosidade não-newtoniana ̇  definido 

na  equação  (3.13),  é  o  modelo  empírico  mais  conhecido  e  o  mais  usado  em 

Engenharia,  sendo  empregado  na  solução  analítica  de  uma  extensa  gama  de 

escoamentos. Pode-se obter uma estimativa aproximada do efeito da viscosidade não-

newtoniana através de cálculos baseados na equação (3.13). Entretanto, as limitações 

do modelo “power-law” não devem ser negligenciadas.  Por exemplo,  para fluidos 

pseudoplásticos  n1  o modelo prevê  ∞  para  ̇0  e   0  para 

̇∞ , embora nos dois casos o valor de  η  se aproxime de um valor constante 

finito,  ou  seja  para  ̇0 ,  =∞ enquanto  para  ̇∞ ,  =∞ ,  com 

0∞ , para n1 . A figura 3.4, para um fluido newtoniano generalizado sem 

tensão  de  escoamento,  ilustra  esta  tendência,  identificando  3  regiões:  uma  região 

newtoniana para baixas taxas de cisalhamento com viscosidade constante  =0 , 

uma  região  para  valores  intermediários  da  taxa  de  deformação  com  viscosidade 

obedecendo  à  equação  (3.13)  e  uma outra  região  newtoniana  para  altas  taxas  de 
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cisalhamento com viscosidade constante =∞ . Como desvantagens do modelo de 

Ostwald-de Waele, verifica-se que ele não é capaz de determinar a viscosidade para 

taxas de deformação muito pequenas ou muito grandes.  Além disso, os parâmetros 

reológicos k e n são insuficientes para determinar um tempo característico, como seria 

desejável do ponto de vista da análise dimensional. Também não é possível relacionar 

os  parâmetros  k e  n com o peso molecular  e  concentração,  já  que as  correlações 

padrão costumam ser descritas em termos de 0  e ∞ .

Segundo Ferguson e Kemblowski (1991) uma curva de escoamento como a da 

figura 3.4 é adequadamente descrita por uma função obedecendo a seguinte forma: 

−∞
0−∞

= f ̇                       (3.14)

Os  modelos  de  Carreau  e  Carreau-Yasuda  (uma  extensão  do  modelo  de 

Carreau) satisfazem este postulado. O modelo de Carreau-Yasuda é um modelo com 

cinco parâmetros reológicos, com flexibilidade para descrever uma grande variedade 

de curvas experimentais  de  ̇ ,  mostrando-se útil  para simulações numéricas 

que necessitam uma expressão analítica para a curva de viscosidade não-newtoniana. 

Matematicamente, este modelo pode ser expresso por (Slattery, 1999):

−∞
0−∞

=[1̇a]n−1/a
                      (3.15)

onde 0  representa a viscosidade aparente quando a taxa de cisalhamento tende a 

zero,  ∞  a viscosidade aparente quando a taxa de cisalhamento tende ao infinito, 

 é  um  tempo  característico  do  fluido  igual  ao  inverso  do  valor  da  taxa  de 

deformação, ̇ , no qual a pseudoplasticidade inicia, n o expoente “power-law”, 

que  descreve  o  coeficiente  angular  na  região  “power-law”,  e  a um  parâmetro 

adimensional  que  descreve  a  região  de  transição  entre  a  região  para  a  taxa  de 
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deformação muito baixa e a região “power-law”. Para muitos polímeros fundidos e 

soluções poliméricas concentradas, bons ajustes podem ser obtidos para os valores de 

a=2 e  ∞=0   Logo,  a  equação  (3.15),  originalmente  proposta  a  cinco 

parâmetros,  passa  a  ter  somente  três  parâmetros,  a  saber,  0 ,   e  n .  A 

equação (3.15) com  a=2 é usualmente  referida  como modelo  de Carreau,  pois 

parâmetro a foi introduzido, posteriormente, por Yasuda.

O modelo de Bingham – proposto por Bingham em 1922 – é caracterizado 

pela existência de uma tensão limite de escoamento,  0,  a partir da qual o material 

escoa como um fluido viscoso. O modelo de Bingham é o modelo viscoplástico mais 

simples, sendo dado por: 

{=0 p ̇ se 0

̇=0, se 0
                      (3.16)

onde  0,  que  representa  a  tensão  de  escoamento  e  p, a  viscosidade  plástica  do 

material,  são  os  dois  parâmetros  reológicos.  Como  mostrado  na  curva  (d),  após 

atingida a tensão de escoamento, a viscosidade não varia com a taxa de cisalhamento. 

A partir de (3.16) verifica-se que a viscosidade obedece a 

{=
0

̇
 p , se 0

∞ , se 0

                      (3.17)

onde 0 e p foram anteriormente definidos. Caso a tensão de cisalhamento seja menor 

que a tensão de escoamento (<0) não existirá escoamento, ou seja, a viscosidade do 

material tenderá a infinito. A equação (3.17) para a viscosidade de cisalhamento prevê 

um valor de   que decresce à medida que ̇ cresce. No caso limite ̇∞ , a 

viscosidade  p , logo o parâmetro  p pode ser visto como uma viscosidade 
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correspondente à taxa de cisalhamento infinita ∞ e a equação de Bingham pode ser 

escrita como (Ferguson e Kemblowski, 1991):

=0∞ ̇                       (3.18)

Os  modelos  viscoplásticos  clássicos  apresentam  uma  descontinuidade  no 

campo de deformação para valores de tensão iguais a 0. Na verdade, como pode-se 

verificar pela equação do modelo de Bingham (equação (3.16)), nenhuma informação 

acerca  da  distribuição  de  tensões  pode  ser  obtida  nas  regiões  materiais  rígidas. 

Visando  remediar  este  problema,  Papanastasiou  propôs  uma  equação  para  a 

regularização  das  funções  viscoplásticas  (Papanastasiou,  1987).  Esta  equação 

apresenta um parâmetro de regularização m, o qual, quando tende a infinito, faz com 

que a função viscosidade regularizada pela equação de Papanastasiou tenda à função 

viscosidade  do  modelo  original  de  Bingham.  A  regularização  proposta  por 

Papanastasiou tem a grande vantagem de gerar funções de tensão de cisalhamento e 

viscosidade viscoplástica contínuas, válidas tanto para as regiões de escoamento como 

para as regiões rígidas. As funções regularizadas para tensão de escoamento e função 

viscosidade propostas por Papanastasiou (1987) são dadas por

=p ̇0[1−exp −m ̇]                       (3.19)

̇=p
0

̇
[1−exp −ṁ]                       (3.20)

O modelo mais simples capaz de descrever é o modelo de Herschel-Bulkley 

(Ferguson e Kemblowski, 1991):

{=0k ̇p se 0

̇=0, em caso contrario
                      (3.21)
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que  possui  três  parâmetros  reológicos:  o  índice  de  consistência, k ,  o  índice  do 

comportamento “power-law”, n  e a tensão limite de escoamento, .

Observa-se que o fluido de Bingham, para tensões maiores que a tensão limite 

de  escoamento  (equação(3.18)),  possui  características  análogas  às  do  modelo  de 

fluido  newtoniano  (equação(3.3)).  Já  o  modelo  Herschel-Bulkey (equação  (3.21)), 

para  tensões  maiores  que  a  tensão  limite  de  escoamento,  possui  características 

análogas  às  do  modelo  de  fluido  de  Ostwald-de  Waele  (equações  (3.12)-(3.13)). 

Como, para alguns escoamentos de fluidos viscoplásticos, nem o modelo de Bingham, 

nem  o  modelo  de  Herschel-Bulkey  fornecem  bons  ajustes  de  dados  reológicos, 

utilizam-se outros modelos viscoplásticos, como os modelos propostos por Casson e, 

recentemente, por Souza Mendes e Dutra (2004).

Conforme  já  foi  mencionado,  a  regularização  proposta  por  Papanastasiou 

(1987) emprega um parâmetro de regularização m, de tal forma que quando m0  

a viscosidade de cisalhamento tende à função viscosidade do modelo viscoplástico 

original,  seja  ele  pseudoplástico,  dilatante  ou com viscosidade constante.  No caso 

particular do modelo de Herschel-Bulkley, equação (3.21), a regularização proposta 

por Papanastasiou fornece a seguinte função de Herschel-Bulkley modificada

=1−exp− ̇0k ̇n                       (3.22)

onde  é o parâmetro de regularização proposto por Papanastasiou.

Outro  modelo  proposto  foi  a  função  bi-viscosidade  modificada,  a  qual 

apresenta  um  comportamento  qualitativo  bastante  adequado  para  fluidos 

viscoplásticos  (Soares,  et  al.,  1999).  Matematicamente,  o  modelo  bi-viscosidade  é 

dado pela seguinte expressão:
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={0k ̇n , se ̇̇0

0 ̇0 , se ̇̇0

          (3.23)

onde 0 é a viscosidade do fluido para as baixas taxas de cisalhamento.

A função modificada de Papanastasiou para o modelo de Herschel-Bulkley 

(equação (3.22)) e  a função da bi-viscosidade (equação (3.23)) são aplicadas  para 

diferentes taxas da taxa de deformação, sendo essas faixas delimitadas pela taxa de 

deformação  limite  do  material.  Este  fato,  juntamente  com  a  descontinuidade  da 

primeira derivada dessas funções, pode vir a inviabilizar a obtenção de ajustes de boa 

qualidade de materiais viscoplásticos (Souza Mendes e Dutra, 2004). 

A partir destas dificuldades, Souza Mendes e Dutra (2004) propuseram uma 

nova  função  viscosidade,  que  será  denotada  por  função  SMD.  Essa  nova  função 

viscosidade é contínua e possui primeira derivada também contínua, o que representa 

uma grande vantagem em relação aos modelos clássicos. O modelo SMD, para tratar 

comportamento viscoplástico de fluidos, além de apresentar expressões regularizadas 

para o tensor   e para a função viscosidade, utiliza apenas parâmetros reológicos, 

a saber: a tensão de escoamento 0, a viscosidade 0, quando a taxa de cisalhamento 

tende a zero, o índice de consistência k e o índice de potência n. Este modelo prevê a 

seguinte expressão para a tensão de cisalhamento: 

=0k  ̇n1−exp −0 ̇/0           (3.24)
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3.5. Algumas observações acerca do modelo de Bingham-Papanastasiou

Neste  trabalho  serão  simulados  escoamentos  de  fluidos  viscoplásticos  de 

Bingham (equações (3.16)-(3.17)). Este modelo foi formulado de maneira a permitir 

uma  descontinuidade  no  campo  de  tensões  de  cisalhamento,  sendo  incapaz  de 

fornecer  qualquer  informação  sobre  a  distribuição  de  tensões  nas  zonas  materiais 

sujeitas  a tensões  menores  que a tensão limite  de escoamento  0 – as ditas  zonas 

rígidas  ou  não  escoadas.  A  fim  de  remediar  esta  desvantagem  do  modelo, 

Papanastasiou  (1987)  introduziu  uma  aproximação  puramente  viscosa,  na  qual  as 

zonas  rígidas  são consideradas  como zonas  extremamente  viscosas.  Graças  a  esta 

aproximação,  obtém-se uma distribuição de tensões de cisalhamento contínua para 

todo o domínio de taxas de cisalhamento, que é válido tanto para regiões materiais 

escoadas  quanto  para  regiões  materiais  não  escoadas.  Esta  regularização  tem  a 

vantagem de assegurar boa convergência da aproximação numérica, além de permitir 

uma caracterização adequada das superfícies de escoamento do material. Ela emprega 

um parâmetro não reológico  m que controla a função exponencial, assegurando um 

crescimento muito rápido da viscosidade nas transições de para regiões escoadas para 

regiões não escoadas. O modelo, que vem sendo referido no trabalho como modelo de 

Bingham-Papanastasiou,  expresso  pelas  equações  (3.19)-(3.20),  descreve  por 

equações  contínuas  –  válidas  para  todo  o  domínio,  a  distribuição  de  tensões  de 

cisalhamento e a função viscosidade.

Na figura  3.5,  são  mostradas  curvas  de  escoamento  adimensionalizadas, 

considerando uma tensão de cisalhamento adimensional  *=/0,  onde   é a tensão 
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tensão de cisalhamento e 0 a tensão limite de escoamento. As curvas de escoamento 

foram parametrizadas pelo parâmetro de regularização m.

Figura 3.5. Curvas de escoamento para fluidos de Bingham-Papanastasiou, 

considerando m=10-4 até m=105 .

Pode-se  observar,  a  partir  da  equação  (3.19),  que  descreve  o  modelo  de 

Bingham-Papanastasiou,  que,  para  valores  elevados  de  m, tende-se, 

assimptoticamente,  ao  modelo  clássico  de  Bingham,  por  outro  lado,  quando  o 

parâmetro regularizador  m tende a zero, a equação de Bingham-Papanastasiou fica 

reduzida  ao  modelo  linear  para  fluidos  newtonianos.  Analogamente,  a  figura  3.8, 

obtida a partir da equação (3.20), mostra a variação da viscosidade adimensionalizada 

(*=/0,  sendo  0 a  viscosidade  correspondente  à  tensão  0)  com  a  taxa  de 

cisalhamento. A figura permite concluir que, quando  m → 0,   ̇ tende a uma 

função constante para fluidos newtonianos, enquanto para m → ∞,  ̇  tende à 

viscosidade de cisalhamento do modelo clássico de Bingham.
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Figura 3.6. Variação da viscosidade com a taxa de cisalhamento para fluidos de 

Bingham-Papanastasiou, considerando m=10 até m=104 .

Uma discussão detalhada acerca da influência dos parâmetros de regularização 

na topologia da superfície de escoamento foi feita por Liu et al. (2002). Empregando o 

clássico  escoamento  em  torno  de  uma  esfera  sólida,  os  autores  compararam  e 

analisaram duas abordagens diferentes de regularização para o modelo de Bingham, a 

saber:  uma variação da equação introduzida por Bercovier  e Engelman (1980) e a 

equação  de  Papanastasiou  (1987).  Liu  et  al.  (2002)  observaram  que  as  duas 

metodologias  produzem resultados  qualitativamente  similares  para a  topologia  das 

superfícies  de  escoamento,  porém,  verificaram  diferenças  quantitativas  tanto  nas 

superfícies de escoamento quanto no coeficiente de arraste. Os autores verificaram 

que,  para valores pequenos do parâmetro de regularização, foram observadas duas 

regiões  interiores  não  escoadas,  na  região  usualmente  denominada  polar  e  na 

usualmente denominada equador. No caso limite da equação de Bingham – quando o 
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parâmetro de regularização tende a zero – estas duas regiões interiores não escoadas 

aumentam de tamanho, mas no entanto, segundo os autores, não é possível determinar 

com  certeza  (devido  a  restrições  computacionais)  o  comportamento  limite  da 

superfície de escoamento.
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Capítulo 4

Aproximação de Elementos Finitos

4.1. Introdução

Os  princípios  básicos  do  método  de  elementos  finitos  para  a  solução  de 

problemas de valor de contorno são o estabelecimento de uma formulação variacional 

para o problema investigado, que  é construída a partir do produto interno entre as 

equações que caracterizam o problema forte (as equações de balanço, combinadas às 

hipóteses  constitutivas,  satisfazendo  as  condições  de  contorno)  e  as  funções  de 

aproximação  selecionadas  ao  longo  de  todo  o  domínio  do  problema.  A  partir  da 

formulação  variacional,  constrói-se  uma  solução  aproximada  das  equações 

variacionais  empregando  funções  de  interpolação  de  elementos  finitos,  ou  seja 

funções teste, que no problema tratado neste trabalho são dadas por: (Sh,vh,qh) ∈ h x 
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Vh x Ph. O domínio do problema é particionado em elementos finitos não superpostos 

e  as  aproximações  de  elementos  finitos  para  as  variáveis  primais  são  construídas 

como combinações lineares de funções de forma de suporte compacto  conhecidas e 

graus de liberdade incógnitos – neste trabalho:  (τ-p-u), os quais serão determinados 

pela solução numérica do problema matricial associado.

Os  problemas  abordados  são  definidos  em  um  domínio  aberto  limitado

⊂ℝN , sendo N o número de dimensões espaciais consideradas no problema, 

com fronteira   poligonal, 

{ G∪h ,
G∩h=∅ , g≠0             (4.1)

onde   g  é  a  porção  da  fronteira  na  qual  são  impostas  as  condições  de 

contorno de Dirichlet (essenciais) e h  a região na qual são prescritas as condições 

de contorno de Neumann (naturais).

Sobre o domínio fechado   realiza-se uma partição  h  de elementos 

finitos, com domínio elementar k  na forma:

{
=∪K Ch

K

K 1
∩K 2

=∅ , ∀K1, K 2h
            (4.2)

Assim, a aproximação de uma variável U por Uh, pertencente à discretização h , é 

então representada como uma expansão na forma:

U h=∑
A=1

n1

N A x d A             (4.3)

onde N A e d A representam a função de base e o grau de liberdade associados ao 

ponto nodal global A  da discretização h , respectivamente.

Para os espaços polinomiais, adota-se a notação:
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RmK ={ Pm K  , para K triângulo ou tetraedro ,
QmK , para K quadrilátero ou hexaedro                (4.4)

onde m≥0 é o grau de interpolação dos elementos finitos dos tipos Pm e Qm

(Ciarlet, 1978).

4.2. Problema de Valor de Contorno

O problema forte é construído combinando-se as equações de conservação 

de massa e momentum linear, equações (2.12) e (2.14), respectivamente, supondo 

escoamento  isocórico  em  regime  laminar  e  permanente,  e  uma  hipótese 

constitutiva  para o tensor  extra  tensão    considerando um modelo  de fluido 

newtoniano, ou newtoniano generalizado definida no capítulo 3, ou seja, o tensor  

tensão T relaciona-se com a deformação do fluido através de um modelo GNL,

T =−p I
=−p I2 ̇D u em 

            (4.5)

onde  p representa  a  pressão,  ̇ a  viscosidade,  que  é  função  da  taxa  de 

deformação e D u o tensor taxa de deformação.

A formulação do problema forte,  considerando três campos   , p ,u é 

dada pelas seguintes equações:

∇ uu∇ p− div= f em 
−2̇D u=0 em 

div u=0 em 
u=ug sobre g

−p I n=th sobre h

            (4.6)
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onde  representa a massa específica do fluido, p  a pressão, u o campo de 

velocidades admissível,  D o tensor taxa de deformação, a força de corpo  f  

será  dada  pela  a  aceleração  da  gravidade  g  e  th representa  a  força  de 

superfície. Além disso, ̇  é a função viscosidade,   representa o domínio 

interno,  g  a parte do contorno   onde condições de Dirichlet são impostas 

e h  a parte do contorno   onde são impostas condições de Neumann.

4.3. Formulação de Galerkin

O  método  de  Galerkin  caracteriza-se  por  apresentar  funções  peso  e  teste 

pertencentes ao mesmo espaço de funções, nas aproximações por elementos finitos de 

um problema. Neste trabalho, que utiliza uma formulação em três campos, as funções 

solução – ou seja os graus de liberdade a serem determinados – são τh,  uh e ph, (tensor 

extra tensão, velocidade e pressão), enquanto as funções teste são Sh, vh  e qh.

O método de elementos finitos emprega uma aproximação conforme que se 

baseia no fato dos subespaços de elementos finitos serem subconjuntos dos espaços 

funcionais,  ou  seja,  os  espaços  de  dimensão  infinita  empregados  na  formulação 

variacional  são  aproximados  por  subespaços de  dimensão finita  convenientes,  por 

exemplo,  os  espaços funcionais  dos campos de pressão,  velocidade  e  tensor  extra 

tensão virtuais, P , V , e   respectivamente, são aproximados pelos subespaços

Ph , V h , e 
h  Ph , V h , e 

h . Como os subespaços Ph , V h , e 
h  são 

subconjuntos dos espaços P , V , e  , pode-se escrever:
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Ph
⊂P ou seja , se qh

Ph , então qh
P 

V h
⊂V ou seja , se vh

 Ph , então vh
V 


h
⊂ ou seja , se Sh


h , então S h

 

                    (4.7)

o índice h  faz referência à discretização do domínio, h , parametrizada por um 

comprimento  característico  dos  elementos  h .  A  equação  (4.7)  define  o  que  é 

conhecido em Teoria de Funções como uma aproximação interna, uma característica 

orgânica dos métodos de elementos finitos, diferentemente dos métodos de diferenças 

finitas  os  quais,  ao  invés  de  aproximarem  os  espaços  das  funções  empregadas, 

aproximam suas derivadas.

Serão  empregados  os  subespaços  usuais  da  dinâmica  dos  fluidos  para  a 

aproximação  dos  campo  de  pressão  Ph ,  velocidade  V h
 e  tensor  extra 

tensão,  
h além  de  V g

h
: o  subespaço  para  a  aproximação  dos  campos  de 

velocidade prescrita na fonteira  g , definidos como:

Ph
={qC 0

∩L0
2
∣p∣K

 Rl K  ,K∈h}             (4.8)

V h
={v H 0

1


N
∣v∣ K

R k 
N ,K∈h}                                     (4.9)

V g
h
={v H 1


N
∣v∣ K

 Rk K 
N
×N ,K∈h}                                   (4.10)

h={S∈C0NxN∩L2
NxN∣S ij=S ji , i , j=1, N ∣S K∈RmK 

NxN ,K∈h}

          (4.11)

onde  Rk , Rl e Rm denotam,  respectivamente,  espaços  polinomiais  de  grau

k , l e m em K  (Ciarlet, 1978).

Segundo Rektorys (1975), sobre os espaços de funções tem-se que: C0
  

representa  o espaço de  funções  contínuas, L2 define  o  espaço de Hilbert  de 

funções quadrado-integráveis sobre o domínio   ,  L0
2
  define o espaço de 
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funções  quadrado-integráveis  com  média  igual  a  zero  sobre  o  domínio   , 

H 1
 é  o  espaço  de  Sobolev  de  funções  e  primeiras  derivadas  quadrado-

integráveis  sobre o domínio    e  H0
1
 o espaço de Sobolev de funções e 

primeiras derivadas quadrado-integráveis sobre   que se tornam zero em  g .

A aproximação de elementos finitos das equações (4.6), portanto, é construída 

substituindo  espaços  de  dimensão  infinita  por  subespaços  de  dimensão  finita 

(discretos) convenientes. Garantindo-se que, em dimensões finitas, tem-se que as as 

funções solução são aproximados por funções de base contidas nos sub-espaços de 

elementos  finitos  definidos  pelas  equações  (4.8)-(4.11),  pelas  funções 


h , uh e ph ,  enquanto  as  funções  teste  serão  aproximadas  pelas  funções 

Sh , vh e qh
, definidas como:


h
x =∑i , j

ij
h ei⊗e jij

h
x =∑ B

N Bij

B

uh
 x=∑ j

u j
he ju j

h
x =∑B

N Bx u j
B

ph
x =∑B

N B x  pB

Sh
x=∑i , j

S ij
h
x ei⊗e jS ij

h
x =∑A

N A
 xS ij

A

vh
x =∑i

v i
h
x e jv i

h
x=∑A

N A xv j
A

qh
x =∑ A

N Ax q A

                (4.12)

Considerando os  subespaços definidos  pelas  equações  (4.8)-(4.11),  pode-se 

construir  a  aproximação de Galerkin para o problema definido pela  equação (4.6) 

como:  Achar a tripla  h ,uh , ph
∈

h
×V g

h , Ph  tal que:

         B h , ph ,uh ; S h , qh ,vh
=F S h , qh ,vh

 ∀ Sh ,v h , qh
∈

h
×V h

×Ph (4.13)

sendo:
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B h , ph ,uh ; S h , qh ,vh
=∫



2̇
−1


h
⋅S hd−∫



D uh
⋅S h d

∫


∇ uhuh⋅v hd∫


 h⋅Dv hd

−∫


ph div vh d∫


div uhqh d∫


ph
⋅ qh d

    (4.14)

e

F Sh ,qh , vh
=∫



g⋅vh d∫
h

t h⋅v h d            (4.15)

onde S,  v e q são campos de  tensor extra tensão, velocidade e pressão virtuais e o 

parâmetro ε<<1.

Utilizando notação indicial, a o sistema (4.13)-(4.15) pode ser reescrito como

∫


∂ x j
u i

h
u i

h v i
h d∫



ij
h
∂ x j

vi
h d∫



qh
∂x i

ui
h d

−∫


∂x i
ui

h S ij
h s∫



2̇−1
ij

h S ij
h d–∫

ph

qh d

=∫


g i v i
h d∫

 h

t ik
v i

h d  ∀ S ij
h , v i

h , qh
∈

h
×V h

×Ph

              (4.16)

4.4. Dificuldades na Formulação de Galerkin para Escoamentos Incompressíveis

A  implementação  da  metodologia  de  Galerkin  pode  originar  algumas 

patologias numéricas ao serem considerados escoamentos de interesse em Engenharia. 

O grande desenvolvimento de sua aplicação a problemas de análise estrutural elástica 

linear  é  justificado  por  sua  representação  gerar,  em  geral,  operadores  elípticos  e 

simétricos. Já em problemas de escoamentos, o termo advectivo (presente sempre que 

o termo inercial da equação de movimento é levado em conta) origina um operador 

assimétrico,  que  provocará  um  comportamento  oscilatório  em  todo  o  domínio 
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computacional,  principalmente  no  caso  de  escoamentos  advectivo-dominados 

(sujeitos  a  altos  números  de  Reynolds).  (Este  comportamento  ocorre  tanto  em 

problemas discretizados via método de Galerkin quanto em discretizações através de 

diferenças  centrais  (Brooks  e  Hughes,  1982;  Patankar,  1980)).  A  assimetria  do 

operador advectivo pode originar patologias numéricas como o trancamento do campo 

de velocidades e oscilações espúrias no campo de pressão. Em geral, o refinamento de 

malha não é capaz de eliminar completamente estas oscilações.

No caso de escoamentos incompressíveis, o campo de pressão é computado 

como um multiplicador de Lagrange do campo de velocidade (associado à restrição de 

incompressibilidade  do  fluido),  originando  um  problema  misto  em  pressão  e 

velocidade.  Os  resultados  de  Babuška  e  Brezzi  (Babuška,  1973;  Brezzi,  1974) 

mostraram que os subespaços de velocidade e pressão não poderiam ser escolhidos 

arbitrariamente.

Em  linhas  gerais,  o  teorema  de  Brezzi  (1974)  estabelece  a  unicidade  de 

solução para o problema variacional,  u , p∈H 1
0


N
×L2

0
 ,  desde que duas 

condições de estabilidade sejam satisfeitas: A primeira  condição (C1),  denotada por 

condição  de  elipticidade-K estabelece  que  existe  uma  constante  >0  tal  que 

∣2∫


Dvh
⋅Dvh

d∣∥v∥1
2

,  ∀ v ∈K ,  onde,  ∀ q∈L2
0
 ,  tem-se 

K={v∈H 0
1


N
∣∫


q div v d=0}  e  os  demais  parâmetros  da  relação  foram 

anteriormente  definidos.  A  segunda  condição,  denotada  por  condição  (C2)  ou 

condição de Babuška-Brezzi (Babuška, 1971; Brezzi, 1974), estabelece que existe 

uma constante >0 tal que sup
v∈H 0

1

∣∫


q div v d∣

∥v∥1

≥∥q∥0 , ∀ q∈L2
0
 .
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Uma versão equivalente do Teorema de Brezzi (Teorema de Brezzi discreto) é 

válida para o problema de Galerkin: Tomam-se aproximações conformes do problema 

contínuo,  V h
⊂H 0

1


N  e  Ph
⊂L2

0
 ,  com  Vh e  Ph gerados por polinômios 

constantes por partes. A versão equivalente é obtida substituindo-se u, v, p, q, V e P 

por suas formas discretizadas: uh, vh, ph, qh, Vh e Ph e, além disso, substitui-se K por Kh 

⊂  Vh,  onde,  K h
={vh

∈Vh
∣∫


qh div vh d=0} ,  ∀ qh

∈Ph .  Como,  em 

geral,  Kh ⊂ K,  as  condições  (C1)  e  (C2)  devem  ser  verificadas  para  todas  as 

combinações de  Vh e  Ph. Estas condições deixam claras as limitações do método de 

Galerkin,  uma vez  que,  para  uma  ampla  gama  de  problemas  de  escoamentos,  as 

condições  de  estabilidade  não  são  satisfeitas  por  combinações  naturais  –  como 

interpolações  de  mesma  ordem  para  velocidade  e  pressão.  Estas  funções  não 

satisfazem as condições de estabilidade com  e  independentes de h.

É  importante  enfatizar  que  existe  ainda  outra  dificuldade  no  método  de 

Galerkin,  no  caso  de  formulações  em três  campos:  a  escolha  dos  subespaços  de 

elementos  finitos  de  tensão  e  de  velocidade,  que  necessitariam  ser  compatíveis. 

Segundo Franca e Stenberg (1991), a continuidade do tensor extra de tensões também 

pode dificultar a estabilidade do problema.

A fim de contornar estas dificuldades foram propostas diversas estratégias, que 

podem ser classificadas em dois grupos: o primeiro grupo usa uma estratégias que 

mantêm a formulação do método clássico de Galerkin e empregam elementos finitos 

complexos.  O  segundo  grupo  emprega  estratégias,  como  aquela  utilizada  neste 

trabalho, que consistem no emprego de métodos estabilizados, construídos de forma a 

não  necessitarem  satisfazer  a  priori a  condição  de  Babuška-Brezzi,  nem  a 

compatibilização  dos  subespaços  de  tensão  extra  e  velocidade  permitindo,  assim, 
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empregar combinações de elementos finitos de igual ordem para a aproximação dos 

subespaços de tensão, velocidade e pressão. 

4.5. Formulação de Galerkin Mínimos-Quadrados

Baseado  nas  definições  dos  subespaços  de  tensão,  pressão  e  velocidade, 

equações  (4.8)-(4.11),  pode-se  escrever  uma formulação  multicampos  de  Galerkin 

Mínimos-Quadrados  (GLS),  utilizando  uma  formulação  proposta  por  Behr  et  al. 

(1993)  para  fluidos  com  viscosidade  constante  e,  posteriormente  empregada  por 

Zinani  e  Frey  (2008),  considerando  a  função  viscosidade  dependente  da  taxa  de 

deformação.  A  Formulação  GLS para  o  problema  definido  pela  equação  (4.6),  é 

expressa da seguinte maneira: Achar a tripla  h , uh , ph
∈

h
×V g

h , Ph tal que:

         B h , ph ,uh ; S h , qh ,vh
=F S h , qh ,vh

 ∀ Sh ,v h , qh
∈

h
×V h

×Ph (4.17)

onde:

     

B h , ph ,uh ; Sh , qh ,vh
=∫



2̇−1


h
⋅S h d−∫



Duh
⋅Sh d

∫


∇ uh
uh
⋅vh d∫




h
⋅D vh

d

−∫


ph div vh d∫


div uhqh d∫


ph qh d

Rek ∫


div uh div vh d∑
K  ch

∫
K

∇ uh
uh
∇ ph – div h

⋅Rek 

∇ v h
uh
∇ qh

−div S h
d

2̇∫


2 ̇−1


h
−D uh

⋅ 2̇−1 S h
−D vh

 d

(4.18)

e
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F Sh , qh , vh
=∫



 g⋅vh d∫
h

t h
⋅vh d 

∑
K C h

∫


 g ⋅Re k ∇ vh
uh
∇ qh

− div Sh
d

          (4.19)

onde os parâmetros  ≪1  e  0≤≤1  foram utilizados conforme sugestão de 

Behr et al. (1993). Os parâmetros de estabilidade  ReK  e  ReK   avaliados 

em nível de elemento, são dados como em Franca e Frey (1992):

 ReK =
hK

2∣u∣p

 ReK            (4.20)

 ReK =∣u∣p hK  ReK            (4.21)

ReK ={ReK , 0≤ReK1
1, ReK≥1

          (4.22)

ReK=
mk∣u∣p hk

4 ̇
          (4.23)

mk=min {1/3,2Ck}           (4.24)

C k ∑
K h

hK
2
∥div Dv∥0, K≤∥Dv ∥0

2 , v V h

          (4.25)

com hK  representando o tamanho da malha,   uma constante escalar positiva, o 

parâmetro mk  é proveniente da análise de erro da formulação GLS introduzida em 

Franca e Frey (1992) e ∣u∣p  a norma p do ℝN : 

∣u∣p={∑i=1

N

∣ui∣
p

1 / p

, 1≤ p∞

max
i=1,N

∣u i∣ , p=∞
          (4.26)

Na equação (4.18) os termos na terceira e quarta linhas representam os termos 

de mínimos quadrados provenientes da equação de movimento, enquanto o termo da 

quinta  linha  representa  os  termos  de  mínimos  quadrados  oriundos  da  equação 
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material. Maiores detalhes sobre os parâmetros definidos nas equações (4.20) a (4.26) 

podem ser encontrados em Franca e Frey (1992).

Observações: 

1. Tomando os parâmetros de estabilidade α, β e δ iguais a zero nas formulações 

GLS  definidas  pelas  equações  (4.17)-(4.19),  obtém-se  novamente  a 

aproximação clássica de Galerkin em três campos (equações  (4.13)-(4.15)). 

Sua estabilidade perde a coercividade quando a viscosidade tende a zero, além 

de necessitar  satisfazer  tanto a  condição de Babuška-Brezzi  (Ciarlet,  1978) 

quanto a  condição de compatibilidade  entre  as  funções  de aproximação de 

tensor extra de tensão e velocidade (Zinani e Frey, 2008). O teorema de Brezzi 

(Ciarlet, 1978) impõe, além da satisfação da condição de Babuška-Brezzi, que 

o  problema  discreto  seja  elíptico  para  toda  velocidade  pertencente  ao 

subespaço K0
h

,

K0
h
={v∈V h

∣∫ q∇⋅v=0 , q∈Ph

}                                                       (4.27)

Como, geralmente,  Kh
0
⊄K0

, apenas um número limitado de combinações 

de elementos irá satisfazê-las, criando assim uma séria limitação ao método de 

Galerkin. As combinações de elementos computacionalmente desejáveis como 

as de igual-ordem, ficariam descartadas. 

2. A expressão normalmente usada do número de Reynolds de malha (Johnson, 

1987)  foi  modificada  incluindo  o  parâmetro  mk  na  equação  (4.23),  de 

maneira  que  se  possibilita  levar  em conta  também o grau  de  interpolação 
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empregado.  Assim,  as  regiões  advectivo-dominadas  do  escoamento  ficam 

caracterizadas  por  ReK1  e  as  difusivo-dominadas  por  Re1 , 

independente do elemento considerado (Franca e Frey, 1992).

4.6. O Problema Simulado

Nesta  seção,  por  conveniência,  apresenta-se  a  formulação  multicampos  em 

termos  de  tensor  extra  de  tensões,  pressão  e  velocidade  para  um escoamento  em 

regime permanente de um fluido de Bingham-Papanastasiou (fluido de Bingham com 

a  hipótese  regularizadora  de  Papanastasiou  (1987)  para  a  viscosidade).  Esta 

formulação é obtida combinando as equações de balanço de massa (equação (2.12)) e 

momentum linear  (equação (2.14))  com a hipótese constitutiva  dada pela  equação 

(3.20) e incorporando condições de contorno apropriadas para velocidade e  tensor 

extra tensão:

∇ uu∇ p−div= g em 

−2p
0

̇
[1−exp−m ̇]Du=0 em 

div u=0 em 
u=ug sobre  g

[− p I ]n=t h sobre h

          (4.28)

onde u,  , 0, p, ̇ e m foram previamente definidos, p é a pressão hidrostática, 

g é a força de corpo por unidade de massa e  th é o vetor tensão de Cauchy. Além 

disso,  g é a porção do contorno da região de escoamento   na qual a condição de 

contorno de Dirichlet para a velocidade ug é imposta e h é a parte da fronteira de 

na qual a condição de contorno de Neumann th é imposta. 
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Neste ponto é interessante expressar o sistema (4.28) de forma adimensional. 

Isto pode ser feito definindo as seguintes variáveis adimensionais:

u*
=

u
ui

x*
=

x
H

p*
=

p

u i
2


*
=


0

g*
=

H

u i
2

g

̇
*
=

H
ui

̇ m*
=

ui

H
m n*

=
n
H 2

          (4.29)

onde o índice  * indica a variável adimensionalizada e  ui representa uma velocidade 

característica, H, um comprimento característico, ui
2 uma pressão característica e 0 

uma tensão característica: a tensão limite de escoamento.

Substituindo-se as variáveis u*, p*, *, e g* na equação de movimento, tem-se:

u i
2

H
[∇ u*

u*
∇ p*

−
0

ui
2 div *

− g*
]=0           (4.30)

onde 

0

u i
2=
0 H

 p ui

 p

u i H
=

Bn
Re

          (4.31)

uma vez que os números de Bingham (relação entre tensões de escoamento e tensões 

de cisalhamento)  e de Reynolds (relação entre forças de inércia e forças viscosas) 

podem ser definidos como:

Bn=
0 H

p u i
'           (4.32)

Re=
ui H

 p
          (4.33)

sendo p a viscosidade plástica do fluido de Bingham, e  sua densidade. 

No caso da equação material, substituem-se as variáveis *, u*, m* e ̇* :
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 *0

p

−2 
p

p

0 H

p u i ̇
* [1−exp −

m* H
ui

ui ̇
*

H
]

u i

H
Du*

=0


*
−2 1

Bn
̇

* [1−exp −m*
̇

*
]

1
Bn

D u*
=0

          (4.34)

A equação da continuidade é adimensionalizada como:

u i

H
div u*

=0 div u*
=0 '           (4.35)

e as condições de contorno:

u*u i=ug 
ug

ui

=ug
*
 u*

=ug
*

[
*
0

0
−

p*
u i

2

0
I ]H 2 n*

=
1
0

t h 
t h

u i
2 H 2= t h

*

Logo [*
−

Re
Bn

p* I ]n*
=

Re
Bn

t h
*

          (4.36)

Resumindo,  o  sistema  (4.28)  pode  ser  escrito  de  forma  adimensionalizada 

como:

∇ u*
u*
∇ p*

−
Bn
Re

div*
=g* em 

 *−2 1Bn
̇

* [1−exp−m* ̇*]1Bn
Du*=0 em 

div u*
=0 em 

u*
=ug

* sobre g

[*
−

Re
Bn

p* I ]n=t h
* Re
Bn

sobre h

         (4.37)

A  Formulação  GLS  multicampos  para  o  problema  de  valor  de  contorno 

definido  pela  equação  (4.37),  pode  ser  expressa  como:  Achar  a  tripla 


* h , u* h , p* h

∈
h
×V g

h , Ph tal que:

B * h , p* h ,u* h ; Sh , qh , vh=F S h , qh , vh

∀ Sh , qh , v h
 ∈ 

h
×Ph

×V h                   (4.38)

onde:
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B *h , p*h , u*h ; Sh , qh ,v h
=∫


 2
Bn
1

Bn
̇

* [1−exp −m*
̇

*
]

−1


*h
⋅Sh d

−∫


D u*h
⋅Sh d∫



∇ u*h
u*h

⋅vh d
Bn
Re ∫


*h
⋅Dvh

d

−∫


p*h div vh d∫


div u*h qh d∫


p*h qh d

Rek ∫


div u*h div vh d

∑
K ch

∫
K

 ∇ u*h
u*h

∇ p*h –
Bn
Re

div * h
⋅Rek 

∇ vh
u*h

∇ qh
−

Bn
Re

div S h
d  2

Bn
1

Bn

̇
* [1−exp −m*

̇
*
]×

×∫
  2

Bn
1

Bn
̇

* [1−exp−m*
̇

*
]

−1


*h
−Du*h


⋅ 2

Bn
1

Bn
̇

* [1−exp −m*
̇

*
]

−1

Sh
−Dvh

d

 

          (4.39)

e:

F Sh , qh , vh
=∫


g* h
⋅vh d

Re
Bn
∫
 h

t h
* h
⋅vh d 

∑
K∈h

∫
K

g * h
⋅ ReK ∇ vh

u* h
∇ qh

−
Bn
Re

div S h
d

               (4.40)

4.7. Estratégia de solução

Substituindo  as  funções  de forma definidas  em (4.12)  na  formulação  GLS 

dada pelas  equações  (4.38)-(4.40),  obtém-se a  seguinte  equação semi-discreta,  por 

conveniência substituindo *, u*, e p* por  , u, e p:

[1Ė1−HE

 ̇ ,u ]

[NuN ̇ ,uK−1HT –GT
M]u

[GG ̇ ,uP] p=FF ̇ ,u

          (4.41)
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onde  [H ]  e  [HT] são as matrizes que representam o acoplamento entre   e 

u ,  [E]  é  a matriz  relacionada ao tensor extra  de tensões   ,  [N ]  é  a 

matriz do termo advectivo, [K ]  a do termos difusivo, [G]  é a matriz do termo 

de pressão, [GT
]  a matriz do termo da equação de continuidade e [F]  a matriz 

do  termo  de  forças  de  corpo.  As  matrizes  com  índice    a  saber: 

[E] , [N] , [G ]  e  [F ] são provenientes dos termos de mínimos quadrados, 

enquanto  [M]  representa  a  matriz  do  termo   e  [P]  aquela  referente  ao 

termo  .

A equação (4.41) pode ser escrita na forma residual:

R U =0           (4.42)

sendo U o vetor dos graus de liberdade de  , u  e p , que, no caso de um 

problema plano bidimensional é representado por:

U=[12 ,11 ,22 ,u1, u2, p]T           (4.43)

e RU é dado por:

R U =[1E ̇1−HE  ̇ ,u ]

[N uN ̇ ,uK−1HT –GT
M]u

[GG ̇ ,uP ] p−F−F ̇,u
          (4.44)

A solução do sistema (4.42)-(4.44), foi implementada através de um método 

quasi-Newton (Dahlquist e Bjorck, 1969) no qual a matriz jacobiana numa iteração 

genérica k é dada por

JUk
=
∂R U

∂U ∣
U k

          (4.45)

O  algoritmo  de  solução  abaixo  (Zinani  e  Frey,  2008)  descreve  o  procedimento 

numérico:
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ALGORITMO

I. Estime o vetor U0 e escolha o número de iterações m para atualizar a matriz 

jacobiana JU .

II. Faça k=0 , j=0  e a tolerância =10−7 .

III. Se k−int k /m×k=0 , então j=k .

IV. Resolver o sistema de equações para calcular o vetor incremental Ak1
h :

J Uk
Ak1

=−R Uk
           (4.46)

no qual RU é dado pela equação (4.44) e JU  pela equação (4.45).

V. Calcule o vetor U k 1 :

U k1
=U k

Ak1           (4.47)

VI. Calcule  ∣R U k
∣∞ .  Se  ∣R Uk

∣∞  então  faça  k=k1 e volte  ao 

passo III; caso contrário, armazene a solução U k1  e saia do algoritmo.

A estratégia de solução – um método de quasi-newton incremental, congela a 

matriz jacobiana apresentada na equação (4.45), a qual é atualizada apenas a cada 

duas ou três iterações. A característica incremental do método consiste em empregar 

uma  estratégia  do  tipo  continuação  para  as  não  linearidades.  Desta  forma,  a 

aproximação  de  escoamentos  altamente  viscoplásticos  e  com  elevada  inércia  é 

atingida empregando a solução obtida para um problema com menor viscoplasticidade 

ou sem inércia como dado de entrada para um problema com viscoplasticidade ou 

inércia maior. Por exemplo, emprega-se a solução obtida para Bn=0.2 e Re=0 como 

dado de entrada para o problema considerando Bn=2 e Re=0 e assim, sucessivamente, 
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até  atingir  Bn=100.  Analogamente,  emprega-se a  solução de  um escoamento  sem 

inércia (Re=0) e um determinado valor do número de Bingham como dado de entrada 

para a solução de um escoamento com Re=1, e assim, sucessivamente,  até atingir 

Bn=50.

Observação:  Os  elementos  finitos  empregados  neste  trabalho  são  do  tipo 

quadrangular bilinear (denotados, no caso de três campos, por Q1/Q1/Q1). As 

coordenadas  locais  de  um  ponto  T no  quadrado  bi-unitário  são 

relacionadas às coordenadas do ponto x=(x1, x2) em e através de mapeamentos 

da  forma  x1 ,=∑a=1

4
N a ,x1a

e  e  x2 ,=∑a=1

4
Na ,x2a

e , 

como mostrado na figura 4.1.

Figura 4.1. Mapeamento do domínio do elemento e ordenamento local dos nós 

(Hughes, 1987).
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As funções de forma bilineares locais (Na) do elemento Q1 são construídas de 

modo a valerem um nos pontos nodais a elas associados e zero no restante do 

domínio, como mostrado na figura 4.2, que também mostra as funções de forma 

bilineares globais (NA) (Hughes, 1987). A determinação das funções de base Na 

é feita a partir  das expansões bilineares  x1 ,=0123  e 

x2 ,=0123 ,  sendo   e   os  parâmetros  a  serem 

determinados, supondo que as expansões bilineares satisfaçam, respectivamente, 

as condições:  x1a ,a=x1a

e  e  x2a ,a=x2a

e , onde o par  a ,a  é 

definido no quadrado à esquerda dos pontos T apresentados na figura 4.1.

Figura 4.2. Funções de forma bilineares locais (Na) e globais (NA) (Hughes, 1987).
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Capítulo 5

Resultados Numéricos

Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos a partir da formulação 

multicampos utilizado o método de Galerkin Mínimos-Quadrados (GLS) definida no 

capítulo anterior, aplicada a fluidos de Bingham regularizados pela aproximação de 

Papanastasiou (1987), escoando através de uma expansão abrupta, mostrada na figura 

5.1. O problema matemático está descrito pela equação (4.37) e a formulação GLS 

empregada pelas equações (4.38)-(4.40). O domínio do fluido é descrito  usando o 

sistema cartesiano em termos de coordenadas axial x1 e transversal x2, com origem no 

centro do plano de expansão. Aproveitando a simetria da geometria, apenas metade do 

canal, com razão de aspecto 1:4, foi considerada na simulação. A fim de evitar efeitos 

de entrada e de saída, tanto o canal menor quanto o maior são suficientemente longos. 

A partir de uma altura do canal menor, H, foi considerado um comprimento de 15 H 
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para  este  e  22,5  H para  o  canal  maior.  Na  figura  5.1,  também  é  definido  o 

comprimento de recolamento, Lr.

Figura 5.1. Escoamento através de uma expansão abrupta – definição da geometria 

estudada.

Foi  efetuado  um teste  de  independência  de  malha,  comparando-se  tanto  o 

coeficiente de pressão de Euler, (Cp=2(p-po)/ui
2, sendo po uma pressão de referência 

na  saída  do  canal e  ui a  velocidade  de  entrada) quanto  a  tensão de cisalhamento 

adimensional (0). O coeficiente de pressão foi plotado ao longo do canal (Cp 

versus  x1
*=x1/H) na linha de centro, enquanto a  tensão de cisalhamento foi plotada 

para um escoamento desenvolvido no canal maior  ( versus  x2
*=x2/H),  na posição 

x1
*=10. A comparação empregou três malhas distintas, a primeira, denotada por M1, 

composta por 10550 elementos finitos lagrangianos bilineares; a segunda malha, M2, 

com 19800 elementos e, finalmente, a terceira, M3, possuindo 20920 elementos. A 

comparação entre as referidas malhas é apresentada na figura 5.2. Os dados utilizados, 

apresentaram erros relativos de 0,09% a 2,84%, para a tensão de cisalhamento e de 

0,09% a 2,76%, para o coeficiente de Euler. 
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   (a)

  (b)

Figura 5.2 Procedimento de independência de malha considerando Re=0 e Bn=20 – 

(i) para o domínio completo, considerando: (a) Cp e (b) *.
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  (c)

  (d)

Figura 5.2 Procedimento de independência de malha considerando Re=0 e Bn=20 – 

(ii) detalhes, para (c) Cp  e (d) *.
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  (a)

  (b)

Figura 5.3. Escoamento através de uma expansão abrupta: (a) refinamento na região 

da expansão; (b): detalhe nas vizinhanças da expansão. 

O procedimento para garantir a independência de malha, permitiu que fosse 

escolhida a malha M2 com 19800 elementos finitos lagrangianos bilineares e 121686 

graus  de  liberdade.  A  figura  5.3a  mostra  a  malha  utilizada,  apresentando  um 

refinamento na região da expansão, enquanto a figura 5.3b apresenta um detalhe da 

malha nas vizinhanças da expansão.

Foram  empregadas  as  condições  de  contorno  usuais  para  escoamentos 

internos, a saber: condições de não deslizamento e impermeabilidade nas paredes do 

canal, condições de simetria ∂ x2
u1=u2=12=0  na linha de centro do canal e perfis 

de velocidade constantes, tanto na entrada – cuja velocidade é dada por ui –  como na 

saída do canal – com velocidade uo=ui/4, devido à conservação de massa.

Todos os cálculos apresentados neste capítulo foram obtidos considerando o 

parâmetro  de  regularização  de  Papanastasiou  adimensional  m* (introduzido  na 
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equação (4.29)) igual a 1000, valor recomendado em diversos trabalhos que simulam 

escoamentos de fluidos viscoplásticos (ver, por exemplo, Mitsoulis e Huilgol (2004)). 

A figura 5.4 investiga a influência da tensão limite de escoamento – a partir da 

definição de uma tensão de escoamento 0 – sobre a morfologia de regiões materiais 

onde  há  escoamento  com  presença  de  cisalhamento  (representadas  pelas  zonas 

brancas nas figuras, nas quais 0>1) e regiões ditas não escoadas – nas quais, ou 

não  existe  movimento,  ou  existe  movimento  de  corpo  rígido  (zonas  pretas,  onde 

<1). Neste caso, foi adotada a hipótese de escoamento lento (Re 0). À medida que≃  

aumenta o número de Bingham, aumentam também, de forma monotônica, tanto as 

zonas sem escoamento (denominadas zonas mortas) quanto as zonas com movimento 

de corpo rígido,  que se caracterizam por um escoamento do tipo pistonado, como 

pode  ser  observado  nas  figuras  4a  até  4f.  Apesar  de  ter  sido  usada  hipótese 

regularizadora  de  Papanastasiou  (1987),  por  conveniência,  foi  mantida  a 

nomenclatura usual de fluidos de Bingham. 

A  morfologia  das  regiões  escoadas  e  rígidas (zonas  mortas  e  zonas  com 

escoamento pistonado) em escoamentos de fluidos de Bingham está relacionada com 

a tensão de escoamento do material – ou seja, quanto maior o limite de escoamento, 

maiores são as regiões rígidas, ou, em outras palavras, torna-se mais fácil ocorrer a 

condição <1 através do escoamento. 
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(a)

(b)

(c)

 (d) 

(e)

 (f) 

Figura 5.4. Regiões escoadas e não escoadas, considerando Re=0: (a) Bn=0.2; (b) 

Bn=2; (c) Bn=20; (d) Bn=30; (e) Bn=60; (f) Bn=100.
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Algumas observações devem ser adicionadas a esta regra geral.  Em primeiro 

lugar, para o escoamento menos viscoplástico (Bn = 0,2, apresentado na figura 4a), 

enquanto  as  regiões  com  movimento  de  corpo  rígido  (denotadas  por  regiões  de 

escoamento  pistonado)  ainda  são  incipientes  no  canal  menor,  as  regiões  de 

escoamento  pistonado  em  torno  da  linha  de  simetria  do  canal  já  estão  bem 

desenvolvidas  no  canal  maior.  Este  também  apresenta zonas  mortas  (sem 

escoamento) na quina da expansão.  Esse comportamento pode ser creditado a uma 

combinação de dois fatores, a saber, a taxa de deformação local mais elevada no canal 

menor e a baixa tensão de escoamento 0 apresentada pelo escoamento, para Bn =0,2. 

Estes dois fatores combinados geram números de Bingham locais muito baixos ao 

longo do canal menor. 

Em  seguida,  o  crescimento  monotônico  das  regiões  não  escoadas  com  o 

aumento do número de Bingham parece ser atenuado quando Bingham atinge o valor 

de 20 (figura 5.4c), após o qual tanto os escoamentos pistonados quanto as zonas 

mortas  no  canal  maior  são  praticamente  insensíveis  ao  aumento  do  número  de 

Bingham.  Nota-se que o mesmo não se aplica aos escoamentos pistonados no canal 

menor, que ainda experimentam algum aumento até mesmo para os escoamentos mais 

viscoplásticos (ver figuras 5.4e e 5.4f). Além disso, vale ressaltar que a distância entre 

o plano de expansão e o início do escoamento pistonado no canal maior diminui com 

o aumento do número de Bingham, somente para valores inferiores a Bn=20 (figura 

4c); a partir destes valores, parece ser quase insensível ao crescimento do número de 

Bingham (figuras 5.4d e 5.4f) – pelos mesmos motivos já relatados nos comentários 

sobre a morfologia destas regiões.

A figura 5.5 mostra os resultados da influência do número de Bingham (já que 

o  caso  ilustrado  foi  obtido  para  um  fluido  de  Herschel-Bulkley  quando  n=1, 
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reduzindo-se a um fluido de Bingham) nas superfícies de escoamento obtidos por Jay 

et  al.  (2001),  considerando escoamentos  lentos.  Estes  resultados  consideraram  um 

escoamento  axissimétrico  através  de  uma  expansão  abrupta  1:4  e  foram  obtidos 

utilizando o modelo de bi-viscosidade proposto por Lipscomb e Denn (1984) e um 

código  comercial,  tendo  sido  comprovados  experimentalmente.  Observa-se  que  a 

morfologia de regiões materiais escoadas e não escoadas apresentadas na figura 5.4 

concorda  qualitativamente  com os resultados  de Jay et  al.  (2001) apresentados na 

figura 5.5, ou seja: à medida que o número de Bingham cresce, aumentam as zonas 

mortas na quina da expansão e aumenta significativamente o tamanho do escoamento 

pistonado, tanto a montante quanto a jusante da contração. Além da variação análoga 

com a viscosidade das zonas mortas e das zonas de escoamento pistonado, também 

verificou-se que o início dos escoamentos  pistonados no canal  maior  e o fim dos 

escoamentos pistonados no canal  menor se aproximam à medida que o número de 

Bingham aumenta, nas duas figuras.
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Figura 5.5. Influência do número de Bingham (denotado por Hb, pois n=1) nas 

superfícies de escoamento para Re 0 (resultados de Jay et al., 2001)≃ .
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  (a)

   (b)

  (c)

Figura 5.6. Elevação da velocidade axial adimensional ao longo do canal para Re=0: 

(a) Bn=0.2; (b) Bn=2; (c) Bn=20.
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   (d) 

  (e)

  (f)

Figura 5.6. Elevação da velocidade axial adimensional ao longo do canal para Re=0: 

(d) Bn=30; (e) Bn=60; (f) Bn=100.
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A  figura  5.6  apresenta  gráficos  de  elevação  para  a  velocidade  axial 

adimensionalizada – denotada por  u1*=u1/ui ,  sendo  ui a velocidade  na entrada do 

canal menor – através do canal com expansão abrupta, considerando escoamento lento 

e  número  de  Bingham variando  desde  Bn=0,2  até  Bn=100.  Os  resultados  destas 

figuras  confirmam  as  observações  anteriormente  introduzidas  a  respeito  das  iso-

regiões para *. Em todas as figuras, os escoamentos pistonados em ambos os canais e 

as zonas mortas na quina da expansão estão claramente ilustrados, complementando, 

assim, o comportamento descrito na figura 5.4 – ou seja, o aumento das regiões não 

escoadas com o crescimento do número de Bingham. 

Dois comentários relevantes podem, ainda, ser adicionados. O primeiro, a boa 

perspectiva  fornecida  por  estes  gráficos  de  elevação  de  velocidade  axial,  que 

permitem uma visualização clara do desenvolvimento da velocidade em escoamentos 

de  fluidos  viscoplásticos,  propiciando  a  identificação  de  três  importantes 

características do campo de velocidade. A primeira refere-se aos escoamentos menos 

viscoplásticos,  ilustrados  nas  figuras  5.6a  e  5.6b.  Observa-se,  claramente,  o 

comprimento  de  entrada  no  canal  menor,  imposto  pelos  perfis  de  velocidade 

achatados  na  entrada  e  seu  desenvolvimento  subsequente,  atingindo  perfis 

viscoplásticos completamente desenvolvidos. A segunda característica é a suavidade 

dos  escoamentos  pistonados  e  suas  arestas  agudas  para  situações  altamente 

viscoplásticas, como aquelas mostradas nas figuras 5.6c até 5.6f. A terceira é o forte 

decaimento sofrido pela velocidade máxima no canal maior, devido à conservação de 

massa do escoamento.
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(a)

(b)

Figura 5.7. Perfis transversais de velocidade axial adimensional para Re=0 e Bn=0.2-

100: (a) em x1
*=-10; (b) em x1

*=+10.

Outro ponto a ser destacado é que a figura 5.6 mostra claramente as pequenas 

regiões escoadas para os casos mais viscoplásticos (para Bn=60, na figura 5.6e e, para 

Bn=100, na figura 5.6f) – caracterizando camadas limite muito finas nas vizinhanças 

da parede do canal. Do ponto de vista numérico, esse problema resulta em simulações 
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computacionais  difíceis  no caso de escoamentos  com números  de Bingham muito 

elevados,  que,  para  serem bem sucedidas,  requerem  metodologias  numéricas  que 

utilizem uma estratégia de estabilização adequada.  Nestes problemas específicos,  é 

importante enfatizar a adequação da metodologia GLS empregada para a aproximação 

do problema estudado neste trabalho.

A figura  5.7 investiga  quantitativamente  os  perfis  de escoamento  em duas 

regiões  de  escoamento  viscoplástico  completamente  desenvolvido,  em  ambos  os 

canais. As figuras mostram perfis transversais de velocidade axial adimensionalizada 

(u1
*=u1/ui)  para  escoamentos  lentos  (Re=0)  e  números  de  Bingham  variando  de 

Bn=0,2 até Bn=100, na posição x1
*=x1/H=-10 no canal menor e em x1

*=+10 no canal 

maior  –  considerando  x2
*=x2/H em  ambas  as  figuras.  Os  perfis  de  velocidade 

obedecem  à  regra  anteriormente  estabelecida,  conforme  esperado:  quanto  mais 

viscoplástico for o escoamento, mais achatados serão os perfis de velocidade – desde 

o perfil quase parabólico, no canal menor, para Bn=0,2 (mostrado na figura 5.7a), até 

o perfil fortemente achatado para Bn=100 (figura 5.7b). 

A  figura  5.7a  permite  observar  a  evolução  do  perfil  quase  parabólico  – 

correspondente a Bn=0,2, valor para o qual não foi detectado escoamento pistonado 

no canal menor da figura 5.4a – até perfis que se tonam cada vez mais achatados à 

medida que o número de Bingham aumenta. Já no caso dos perfis a jusante ilustrados 

na figura 5.7b, não chega a haver perfil quase parabólico nem para Bn=0,2, o que 

poderia ser antecipado pela observação da figura 5.4, na qual observa-se escoamento 

pistonado  para  Bn=0,2  a  partir  de  x2* 0.5;  enquanto  para  Bn=2,  este  pode  ser≃  

detectado a partir de x2* 1.4 e, para valores do número de Bingham maiores que 30,≃  

a partir de x2* 1.8.≃
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A comparação das figuras 5.7a e 5.7b permite observar a influência da altura 

do canal. Enquanto na figura 5.6a a velocidade máxima no canal menor ultrapassa 

ligeiramente 1,42, no caso do canal maior seu valor decai para cerca de 0,33 – uma 

queda de quase 77% em relação à velocidade do canal menor. Esse comportamento 

pode  ser  explicado  por  dois  argumentos  distintos.  O  primeiro,  uma característica 

clássica de escoamentos incompressíveis de fluidos newtonianos, está relacionado à 

diminuição  da  velocidade  causada  pelo  aumento  da  área  de  escoamento  após  a 

expansão. O segundo argumento é originado pelo aumento dos efeitos viscoplásticos à 

medida  que  o  número de  Bingham cresce,  originando  perfis  de  velocidade  quase 

uniformes – exceto nas estreitas regiões materiais situadas nas vizinhanças da parede 

do canal. Como consequência, as velocidades máximas diminuem ainda mais.

A influência do número de Bingham na queda de pressão adimensional  ao 

longo  do  canal  é  mostrada  na  figura  5.8  –  com  x1
*=x1/H.  (A  queda  de  pressão 

adimensional  é  definida  como  p*=Cp=2(p-po)/ui
2.)  Em todos  os  casos  estudados, 

quanto maior o número de Bingham, maiores serão as quedas de pressão – e todos os 

escoamentos apresentam um declive mais acentuado no canal menor. 

Esse  comportamento  geral  para  a  queda  de  pressão  pode  ser  entendido 

lembrando-se que a regularização da viscosidade proposta por Papanastasiou (1987) 

substitui  as  regiões  materiais  não  escoadas,  caracterizadas  por  escoamentos 

pistonados  e  zonas  mortas,  prescritas  pelo  modelo  original  de  Bingham (equação 

3.17)  por  regiões  escoadas  submetidas  a  viscosidades  muito  altas  (porém finitas), 

como definido na equação 3.20. 
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Figura 5.8. Perfil longitudinal da queda de pressão adimensional através do canal para 

Re=0 e Bn=0,2-100.

Assim,  os  escoamentos  viscoplásticos  são muito  mais  viscosos  que o caso 

quase newtoniano (para Bn=0,2, na figura 5.8). Os efeitos de viscosidade crescem à 

medida que aumenta o número de Bingham. Conclusões análogas podem ser obtidas 

observando-se as ilustrações tridimensionais das superfícies de pressão apresentadas 

na  figura  5.9,  que  apresenta  a  influência  da  viscoplasticidade  ao  longo  do  canal, 

considerando,  como  nos  casos  anteriores,  escoamentos  sem inércia  e  os  mesmos 

valores do número de Bingham: a queda de pressão é mais acentuada à medida que a 

viscoplasticidade cresce, devido ao crescimento das zonas não escoadas – tanto as 

zonas mortas quanto as regiões de escoamento pistonado (verificado na figura 5.4).
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  (a)

   (b)

  (c)

Figura 5.9. Elevações de pressão adimensional através do canal para Re=0: 

(a) Bn=0.2; (b) Bn=2; (c) Bn=20. 
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   (d)

  (e)

  (f)

Figura 5.9. Elevações de pressão adimensional através do canal para Re=0:

(d) Bn=30; (e) Bn=60; (f) Bn=100. 
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A figura  5.10  analisa  a  influência  dos  efeitos  de inércia  na  morfologia  de 

regiões  materiais  escoadas  e  não  escoadas,  plotando  as  regiões  escoadas  e  não 

escoadas, para um valor baixo do número de Bingham (Bn=2) e números de Reynolds 

variando  de 0  até  50.  Como ilustrado na  figura,  dois  efeitos  importantes  sobre  a 

morfologia destas regiões podem ser observados à medida que o número de Reynolds 

cresce.  Em  primeiro  lugar,  o  deslocamento  para  a  direita,  a  partir  do  plano  de 

expansão,  que  ocorre  nos  escoamentos  pistonados  a  jusante  (no  canal  maior).  O 

segundo efeito seria o alongamento das zonas mortas na quina da expansão, ao longo 

das  linhas  de  corrente  do  escoamento.  O  primeiro  efeito  deve-se  ao  aumento  do 

comprimento  de  entrada  do  escoamento  (antes  de  atingir  o  desenvolvimento 

completo)  no  canal  maior,  devido  ao  crescimento  do  número  de  Reynolds.  Estas 

regiões de entrada apresentam maior tensão de cisalhamento  (>1) do que aquelas 

experimentadas nas regiões a jusante, sujeitas a escoamentos de cisalhamento puro, 

uma  vez  que,  além  da  componente  de  cisalhamento  
*, elas  também  estão 

submetidos a tensões normais não nulas 
* e 

*. 

(a)

 (b)

Figura 5.10. Regiões escoadas e não escoadas para Bn=2: (a) Re=0; (b) Re=15
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(c) 

 (d)

(e)

Figura 5.10. Regiões escoadas e não escoadas para Bn=2: (c) Re=30; (d) Re=45; (e) 

Re=50.

A validade  do  comentário  anterior  está  bem ilustrada  na  figura  5.11,  que 

apresenta a influência da inércia sobre os perfis de tensão extra a jusante do plano de 

expansão,  na  parede  do  canal  (x2
*=2),  considerando  Bn=2  e  dois  valores  para  o 

número de Reynolds, a saber: Re=0, mostrado na figura 5.11a e Re=50, na figura 

5.11b.  Embora  o  modelo  de  fluido  newtoniano  generalizado  (GNL)  tenha  sido 

construído  para  descrever  escoamentos  sujeitos  a  cisalhamento  puro  e,  por 

conseguinte,  não  seja  o  modelo  mais  adequado  para  descrever  escoamentos 

complexos com tensões normais não nulas, a morfologia das zonas mortas na quina da 

expansão pode ser melhor compreendida a partir das figuras 5.10 e 5.11. Observa-se 

que o final de zonas mortas corresponde à interseção entre as curvas de  e  0
 em 

ambas as figuras, isto é, o ponto de intersecção =1. Desta forma, com o aumento do 

número  de  Reynolds,  este  ponto  se  afasta  do  plano  de  expansão  –  para  Re=0 
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(mostrado nas figuras 5.11a e 5.10a) sua localização é em  x1
* 1.25  ≃ e, para Re=50 

(apresentado nas figuras 5.11b e 5.10e), o ponto está em x1
* 3. ≃

  (a)

  (b)

Figura 5.11. Perfis longitudinais de tensão extra em x2
*=2, a jusante do plano de 

expansão, para Bn=2: (a) Re=0; (b) Re=50.
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  (a)

  (b)

Figura 5.12. Perfis longitudinais de tensão extra em x2
*=0, a jusante do plano de 

expansão, para Bn=2: (a) Re=0; (b) Re=50.

Na figura 5.12, a morfologia dos escoamentos pistonados a jusante do plano de 

expansão são também estudados a partir dos perfis de tensão extra.  Ao contrário da 

figura  5.11, esses  perfis  estão  plotados  ao  longo  da  linha  de  simetria  do  canal. 

Novamente,  as  distâncias  a  partir  do  plano  de  expansão  podem  ser  verificadas 

comparando-se as figuras 5.12 e 5.10. Observa-se que, para Re=0 (figuras 5.12a e 
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5.10a), a interseção entre as curvas  e 0
 está localizada próximo de x1

*=2,8 e, para 

Re=50  (figuras  5.12b  e  5.10e),  ela  se  afasta  ao  longo  das  linhas  de  corrente, 

localizando-se em, aproximadamente, x1
*=5. 

A figura 5.13 mostra a influência da inércia no comprimento do vórtice na 

quina  da  expansão,  apresentando  a  variação  do  comprimento  de  recolamento 

adimensional (Lr
*=Lr/H – sendo o comprimento de recolamento, Lr, definido na figura 

5.1)  com o  número  de  Reynolds.  Nesta  figura  comparam-se  resultados  de 

comprimento  de  recolamento  obtidos  através  da  metodologia  GLS  neste  trabalho 

considerando Bn=0, que corresponde ao caso de fluido newtoniano, com os resultados 

apresentados por Rocha et al. (2007), verificando-se uma boa concordância.

 

Figura 5.13. Comprimentos de recolamento versus números de Reynolds, para Bn=0.

A figura 5.14 mostra  a  influência  da viscoplasticidade  no comprimento  do 

vórtice na quina da expansão, para escoamentos com inércia. Esta figura apresenta a 
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variação do comprimento de recolamento adimensional (Lr
*=Lr/H) com o número de 

Bingham, para um valor fixo do número de Reynolds igual a 50. Observa-se que o 

comprimento de recolamento diminui com o aumento do número de Bingham, devido 

ao aumento da tensão de escoamento do material.

(a)

Figura 5.14. Comprimentos de recolamento versus números de Bingham, para Re=50.

A figura 5.14 pode ser comparada com o caso newtoniano – correspondendo a 

Bn=0 – com os resultados de Dagtekin and Ünsal (2010). Os resultados obtidos neste 

trabalho  para  o  comprimento  de  recolamento  adimensional  para  Bn=0  (Lr=8.6) 

concordam com aqueles de  Dagtekin and Ünsal (2010), que obtiveram um valor de 

Lr=8.785.

Escoamentos  sujeitos  a  tensões  de  escoamento  limite  mais  elevadas 

apresentam  zonas  com  viscosidade  muito  elevada  (porém  finita),  restringindo, 

consequentemente, a influência local da inércia. Esse efeito pode ser notado através 

das  linhas  de  corrente  apresentadas  para  a  região  de  recirculação,  na  quina  da 
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expansão, mostradas na figura 5.15, para Re=50 e números de Bingham variando de 

0,2 até 5,0. 

(a)

 (b)

(c)

 (d)

(e)

 (f) 

Figura 5.15. Linhas de corrente para Re=50: (a) Bn=0; (b) Bn=0,2 (c) Bn=1; (d) 

Bn=2; (e) Bn=3; (f) Bn=5.
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Capítulo 6

Conclusões e Perspectivas

Neste  trabalho,  foi  empregada  uma  metodologia  multicampos  de  Galerkin 

mínimos-quadrados, em termos de três variáveis primais: tensão extra, velocidade e 

pressão,  para  aproximar  escoamentos  de  fluidos  de  Bingham-Papanastasiou  com 

inércia, através de uma expansão planar abrupta de um para quatro. 

Esta  formulação,  que  não  necessita  satisfazer  a  priori as  condições  de 

compatibilidade  envolvendo  os  subespaços  de  elementos  finitos  de  pressão  e 

velocidade e de tensão e velocidade, mostrou-se capaz de permanecer estável tanto 

em escoamentos altamente viscoplásticos (para altos valores do número de Bingham) 

quanto em escoamentos com elevada inércia (sujeitos a altos valores do número de 

Reynolds).
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As  influências  da  inércia  e  da  tensão  de  escoamento  na  morfologia  das 

superfícies materiais foram avaliadas através da variação dos números de Reynolds e 

de Bingham, respectivamente. Para escoamentos lentos, quanto maior o aumento do 

número de Bingham, maior o crescimento monotônico das regiões não escoadas – 

tanto no caso das zonas mortas na quina da expansão quanto para os escoamentos 

pistonados  presentes  na  zona  central  do  canal  com  menor  seção  reta  (antes  da 

expansão) e do canal com maior seção reta (após a expansão). Como consequência do 

crescimento das regiões não escoadas, o escoamento está sujeito a maiores perdas de 

carga (diminuições de pressão) à medida que aumenta o número de Bingham. Para 

escoamentos  fortemente viscoplásticos  são observadas regiões escoadas apenas em 

finas camadas limite próximas das paredes dos canais – o restante dos dois canais 

sendo ocupado pelos escoamentos pistonados (caracterizando regiões com tensão de 

cisalhamento inferior à tensão limite). A simulação computacional adequada destas 

camadas  limite  abruptas  – apresentadas  nos  gráficos  de  elevação  de velocidade  – 

mostrou a importância de utilizar uma estratégia de estabilização adequada, como é o 

caso da metodologia GLS empregada.

Quando a inércia é levada em conta, o aumento do número de Reynolds afasta 

os  escoamentos  pistonados  do  plano  de  expansão e  as  zonas  mortas  na  quina  da 

expansão  sofrem  alongamento  ao  longo  das  linhas  de  corrente  do  escoamento 

principal. Além disso, o comprimento de recolamento no canal maior é fortemente 

influenciado pelo número de Bingham, diminuindo com o aumento de Bn.

Os resultados numéricos obtidos neste trabalho confirmam dados da literatura 

e  demonstram  a  estabilidade  do  método  GLS  multicampos  empregado  para 

escoamentos com altos valores de números de Bingham e de Reynolds: em todos os 
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casos  simulados  foram  gerados  campos  estáveis  para  as  três  variáveis  primais 

consideradas.

Como perspectivas para trabalhos futuros, a mais natural seria a aplicação da 

metodologia  GLS  multicampos  a  escoamentos  de  fluidos  não  newtonianos  com 

comportamento viscoelástico.  A formulação das equações do movimento em tensão, 

pressão  e  velocidade  é  a  forma  natural  de  apresentar  as  equações  do  movimento 

quando a equação constitutiva para o tensor extra de tensão é transcendental. 

Outra  extensão  deste  trabalho,  de  aplicação  mais  imediata,  seria  tratar 

escoamentos de fluidos viscoplásticos com comportamento não linear após ter sido 

atingida  a  tensão  limite  de  escoamento.  Este  comportamento,  normalmente 

pseudopástico, pode ser modelado através das equações de Herschel-Bulkley e SMD, 

apresentadas  no  capítulo  3.  Nestes  modelos,  a  necessidade  de  estabilização  pode 

ocorrer também nas regiões onde a viscosidade torna-se muito baixa devido às altas 

taxas de deformação experimentas pelo material, caracterizando um comportamento 

fortemente pseudoplástico. 

Os comportamentos elástico e viscoso representam dois extremos de resposta 

a  tensões  externas,  dentre  os  quais  estão  os  materiais  viscoelásticos,  que  têm 

características de sólidos elásticos que durante a deformação mostram efeitos viscosos 

provenientes  da  dissipação  de  energia  e  de  fluidos  viscosos  que  exibem  efeitos 

elásticos. Tais fluidos apresentam fenômenos mais complexos como tensões normais 

não nulas e recolhimento. Exemplos são os líquidos de Maxwell e Oldroyd, que têm 

aplicações industriais relevantes como óleos, tintas e soluções poliméricas. 

Dificuldades  adicionais  surgem ao se  considerar  modelos  viscoelásticos  do 

tipo diferencial: a perda de convergência de quase todos os esquemas numéricos para 

altos  valores  do número de Deborah – quando os  termos advectivos  presentes  na 
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equação  constitutiva  são  relevantes  (o  número  de  Deborah  é  um  parâmetro  que 

relaciona os efeitos elásticos e os efeitos viscosos do fluido) – problema usualmente 

puramente  numérico;  possíveis  problemas  de  convergência  na  vizinhança  de 

singularidades  em  geometrias  complexas;  e  o  grande  volume  de  computação 

envolvida nas simulações, por ser necessário obter aproximações para os campos de 

tensão,  velocidade  e  pressão  em  cada  ponto  nodal,  implicando  na  resolução  de 

grandes sistemas não lineares acoplados.

É importante enfatizar que, apesar destes escoamentos ocorrerem, em geral, a 

valores baixos do número de Reynolds, sua convergência é uma tarefa complexa, pois 

os três campos – velocidade,  pressão e tensor extra de tensões – estão fortemente 

acoplados e sua representação matemática resulta num sistema altamente não linear, 

cuja classificação matemática depende dos valores assumidos pelos parâmetros e das 

condições de escoamento.
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